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В работе приведен аналитический обзор основополагающих и современных работ, посвященных 
эндохронной теории пластичности.  
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На основе анализа основных положений эндохронной теории пластичности сделан вывод о 
рациональности применения этой теории при расчете напряженно-деформированного состояния 
геоматериалов и строительных материалов.  

Актуальность разработок неклассических теорий пластичности, ориентированных на расчет 
деформирования геоматериалов и строительных материалов, определяется, в частности, отказом от 
построения поверхности нагружения по допуску на величину остаточной деформации, что крайне 
затруднительно для указанных материалов. 

Key words: theory of plasticity, endochronic approach, the intrinsic time measure, constitutive equations, 
building materials. 

This article contains an analytical overview of the basic and modern works on endochronic theory of 
plasticity. 

Rationality of this theory using for stress-strain state of soils and building materials studying is concluded 
by means of analysis of the basic tenets of endochronic theory. This non-classic theory of plasticity is usefull for 
strain analysis of such materials because it is not based on the construction of the loading surface for admission 
to the residual strain. Such a construction is very difficult for these materials. 

В ряде работ (например, [1]), высказывается мнение о том, что применение эндохронной теории 
пластичности рационально для исследования деформирования грунтов и строительных материалов. 
Рассмотрим некоторые особенности эндохронной теории пластичности. 

Построение определяющих соотношений без использования одного из базовых принципов 
классической теории пластичности − концепции поверхности текучести осуществляется в рамках 
эндохронной теории пластичности, предложенной Валанисом К. С. [2] в 1971 году. Связь между 
напряжениями и деформациями в этой теории осуществляется на основе введения функционала 
наследственного типа, позволяющего описывать нагружение и разгрузку единой системой уравнений. 

В случае начально изотропного материала и изотермических условий деформирования 
определяющие уравнения эндохронной теории пластичности могут быть представлены в виде  
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где µ  − модуль сдвига. 

Внутреннее время z определяется на основе меры ζ , которая представляет собой длину пути, 
пройденного состояниями материала в пятимерном пространстве приведенных деформаций η , 
являющихся линейной комбинацией девиаторов тензоров деформации e  и напряжения S  
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где χ  − дополнительный параметр модели, ]1;0[∈χ . 

Теория не использует в общем случае понятие поверхности нагружения, и неупругие деформации 
находятся через скалярную неубывающую переменную z, которая называется ″внутренним временем″. В 
настоящее время в качестве меры dz обычно используют следующее выражение: 

( ) dξξfdz 1−= ,   Se d
2μ
χddξ −=      (7) 

где S , e −девиаторы тензоров напряжений и полных пластических деформаций; µ− модуль сдвига; 
10 ≤≤ χ ; f − функция упрочнения. 

Определяющие уравнения для начально изотропного материала в эндохронной теории 
пластичности могут быть записаны в виде 
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где J − ядро, определяющее свойства материала. 

Конкретизация вида ядра приводит к соотношениям 
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При этом для интегрального ядра М(z)  обычно принимают зависимость 
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Чаще всего предполагается, что объемные деформации могут быть найдены из закона Гука 

εσ 3Ktrtr = ,       (11) 
где σtr , εtr  − шаровые части тензоров напряжений и деформаций; К−объемный модуль упругости. 

Связь и отличия эндохронной теории пластичности от теории упругопластических процессов 
А.А.Ильюшина показаны в [3, 4]. Если в последней из названных теорий геометрия процесса 
деформирования учитывается зависимостью от нее ядра, то в первой явным образом это никак не 
учитывается. Этот дефект предлагается устранить в работе [3] заданием 

{ }( )dsβs,fdz = , 

где f −функция упрочнения, { }β −совокупность параметров, обеспечивающих учет сложности 
процессов деформации, s −длина дуги траектории деформации. 

При этом отмечается, что для установления вида функции f  и параметров необходимо 

дополнительное исследование. Для задания f  и { }β  предлагается использовать гипотезу локальной 
определенности. 

Следует иметь в виду, что при 1=f  соотношения эндохронной теории совпадают с уравнениями 
Прандтля−Рейса [5]. 

Эндохронная теория пластичности имеет термодинамическое обоснование [2], что объясняет, 
почему удается удовлетворительно описать такие явления как нелинейная разгрузка, гистерезис, эффект 
перекрестного упрочнения, явление нырка, циклической ползучести и релаксации [5, 6]. В этой же работе 
даны условия,  
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при которых материал устойчив (в смысле неравенства 0≥⋅⋅ εσ dd ), удовлетворяет свойству 
запаздывания и краевая задача имеет единственное решение. 

Хотя обычно появление эндохронной теории пластичности связывают с упомянутыми работами 
Валаниса К. С.[2, 7] и другими его работами, следует иметь в виду, что мера (7) фактически предложена в 
[8], а уравнение  
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где z - мера внутреннего времени, предложено Шейпери Р., о чем говорится в работе [5]. 

Существуют определенные сложности экспериментального определения постоянных, входящих в 

выражение интегрального ядра )z-М(z / , однако опыт расчетов, выполненных, например в [9, 10], 
показывает удовлетворительное соответствие с данными экспериментов при ограничении малым числом 
членом аппроксимирующего ряда. В работе [9] предложена простая методика определения постоянных. 

Для численной реализации определяющие уравнения удобнее представить в дифференциальной 
форме, которая приспособлена для применения итерационно−инкрементальных процедур: 

2μ2μμd −= eS h(z)dz,       (14) 

где h(z) /
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0
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Численная реализация соотношений эндохронной теории пластичности определяется ее 
следующими особенностями. 

Интегрально−параметрическая связь между напряжениями и деформациями (9) позволяет 
применить метод продолжений (метод последовательных нагружений) [11], который дает возможность 
проводить пошаговое интегрирование. 

Для решения уравнения эволюции (7), которое в общем случае неголономно, также необходимо 
пошаговое интегрирование. 

Неустранимая дифференциальная нелинейность соотношений ведет к сужению класса методов 
продолжения (отказ от уточнений по методу Ньютона и его модификаций), но к возможности уточнений по 
методу последовательных приближений. Построение решения при использовании определяющего 
уравнения в форме (14) может быть выполнено в соответствии с методом начальных деформаций или, 
после преобразования этого уравнения, − по методу начальных напряжений. 

По−видимому, ни одна из активно развивающихся в настоящее время теорий пластичности не 
подвергается такой критике как эндохронная теория пластичности. Наиболее полный комплекс 
выявленных противоречий этой теории представлен в статье Клюшникова В. Д. [12], основными из 
которых являются следующие: 

− Указанная выше дифференциальная нелинейность соотношений ведет к необходимости 
решения слабо изученных в математическом отношении уравнений, что не отрицает предположение об 
относительной простоте зависимостей. Автор указанной статьи придерживается точки зрения, что в 
″рамках сингулярной пластичности, способной не только качественно, но и количественно описать 
известные к настоящему времени эффекты пластичности (см. например, [13]), присутствующая 
дифференциальная нелинейность является устранимой″. 
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− Из факта существования пучка мгновенных упругих догрузок автор делает вывод о 
справедливости для этих путей дифференциально−линейных соотношений и тогда ″любое соотношение 
эндохронной теории пластичности является заведомой аппроксимацией действительной ситуации и 
может быть как приемлемой, так и нет″. 

− Показана возможность реализации в рамках эндохронной теории эффектов деформирования, 
не наблюдаемых у реальных материалов. 

В исследованиях [14] и др. показано, что прогнозы эндохронной теории пластичности соответствуют 
результатам знакопеременного нагружения (сплав В96) и ступенчатого нагружения (P, M − опыты на 
стальных образцах). На основании опытов, в которых программы нагружения (в том числе сложные) 
задаются в деформациях, сделан вывод [14] об их удовлетворительном соответствии предсказаниям 
эндохронной теории пластичности. В работе [15] выполнено сравнение некоторых многоповерхностных 
теорий и теорий, использующих внутренние переменные, с эндохронной теорией. 

Следует иметь в виду, что численные исследования, выполненные Гелером В. [16], указывают на 
существенные отличия в прогнозах эндохронной теории пластичности и теории Бакхауза Г. [17, 18] в 
случае циклического нагружения стали типа St38. К сожалению, у Гелера В. [16] отсутствует 
сопоставление с опытом. 

Несмотря на отмеченные весьма важные возражения, вычеркивать эту теорию из рассмотрения 
было бы неправомерно, хотя бы по той причине, что она обладает рядом достоинств и существует целая 
школа ученых, активно работающих в этом направлении. Судя по их результатам, основной сферой 
применения этих теорий является неупругое деформирование таких сред как геоматериалы. 

Особенности численной реализации эндохронной теории пластичности рассмотрены в работе [19]. 

По-видимому, надо прислушаться к конструктивной критике и дальнейшими исследованиями 
выявить область ее применения и рациональность включения в вычислительный процесс.  

Современное состояние и актуальные области применения эндохронной теории пластичности 
рассмотрены в статьях [5, 19, 20, 21]. 

Применение теории, не использующей понятие поверхности нагружения (текучести) эффективно 
при описании геоматериалов и строительных материалов, т.к. построение такой поверхности по какому-
либо допуску для указанных материалов крайне сложно. Это связано, в частности, с особенностями их 
деформирования, описанными, например, в статьях [22, 23].Ряд наблюдаемых эффектов может быть 
связан с накоплением повреждений. 
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