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АННОТАЦИЯ 

В статье рассмотрены методические приемы построения лекционного материала при изложении 
раздела кинематики в общем курсе гидравлики. Поясняется суть используемых для описания движения 
сплошной среды методов Лагранжа и Эйлера. Выводится выражение для субстанциальной производной 
из рассмотрения движения жидкой частицы, используя метод Эйлера. Указывается, что вывод этого 
выражения с помощью полной производной является некорректным. 
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1. Введение 

При изложении раздела кинематики в общем курсе Гидравлики часто возникают сложности, 
связанные с переходом от метода Лагранжа к методу Эйлера, используемого для описания движения 
сплошной среды. Рассмотрим некоторые методические приемы построения лекционного материала по 
этому вопросу.  

2. Метод Лагранжа 

В методе Лагранжа движущийся объем жидкости («жидкий объем») делится на отдельные части, 
линейной деформацией которых при движении жидкости можно пренебречь по сравнению с расстоянием, 
на которое они перемещаются за рассматриваемый (расчетный) промежуток времени. Такие части будем 
называть «жидкими частицами». Положение каждой частицы относительно начала отсчета в начальный 

момент времени определим вектором ),,(= 0000 zyxr , где ),,( zyx  – ортогональные оси координат. При 

движении жидкости координаты частиц будут меняться, и движение «жидкого объема» определено, если 
для каждой частицы этого объема известен вектор r , определяющий ее положение, как функцию 

начального положения 0r  и времени t   

),(= 0 t rrr .       (1) 

Вектор 0r  входит в уравнение (1) при использовании метода Лагранжа как параметр. 

Совокупность функций (1) описывает траектории движения жидких частиц и позволяет найти 

векторы скорости ),,(= zyx VVVV  и ускорения ),,(= zyx aaaa  для всех частиц жидкости как 
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Векторы r, V, a  называются переменными Лагранжа (или лагранжевыми переменными). Аналогично 

и все другие величины (например, температура T ), относящиеся к жидкому объему и связанные с 
«судьбой» конкретной жидкой частицы, именуются лагранжевыми переменными (характеристиками). 

В методе Эйлера движение жидкости описывается функциями, которые выражают изменение каких-
либо величин, связанных с движением жидкости (плотности, температуры, скорости, импульса и др.), в 
фиксированных неподвижных точках области, занятой движущейся жидкостью. При использовании 
метода Эйлера вводится понятие  «контрольного объема», ограниченного неподвижной «контрольной 
поверхностью», через которую проходит жидкость. Этот метод позволяет определить (например, с 
помощью соответствующих датчиков) мгновенные значения интересующей нас величины 
(характеристики) в фиксированных точках «контрольного объема». Совокупность мгновенных значений 
каждой из этих  величин называют её полем. В общем случае поля различных величин  могут меняться во 
времени и по координатам.  

Так, например, совокупность мгновенных скоростей частиц жидкости в каждой точке контрольного 
объема называется полем скорости. Векторные линии поля скорости, проведенные через 

фиксированные точки контрольного объема для различных моментов времени t , называются линиями 

тока. Если поле скорости во времени не меняется, т.е. если движение жидкости установившееся, то 
линии тока совпадают с траекториями жидких частиц. 

В данный момент времени t  в фиксированной точке объема, занятого жидкостью, с координатами 

 находится жидкая частица, имеющая скорость 
0 ( , )tV r  – лагранжеву переменную. Координата 

этой частицы rrr =),( 0 t  равна координате r  рассматриваемой точки.  

 

 

 

),,(= zyxr
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3. Метод Эйлера 

В методе Эйлера для скорости вводят обозначение 

),( =),( = 0 tt rVruu .       (4) 

Согласно выражению (4), в точке с координатами  в момент времени t  находится 

частица, положение которой в начальный момент определялось вектором 0r . В следующий момент 

времени в эту точку придет другая частица, и ее скорость может быть другой. Вектор скорости u  в 

фиксированной точке в каждый момент времени относится к разным частицам, поэтому скорость u   

целесообразно интерпретировать не как перемещение жидкой частицы за единицу времени, а как 

отношение объема жидкости Δ , протекающего за бесконечно малый промежуток времени tΔ  через 

элементарную контрольную поверхность, нормальную к траектории и построенную вокруг фиксированной 

точки, к площади этой поверхности AΔ , т.е.  

Δ 0
ΔA 0

Δ
lim

Δ ΔA
u

t t



.      (5) 

Переменные T,u  и другие, относящиеся к фиксированной точке пространства, называются 

переменными Эйлера (или эйлеровыми переменными). Например, u  – эйлерова скорость, T – эйлерова 

температура. 

4. Вывод субстанциальной производной 

Выбор метода описания движения жидкости (сплошной среды) зависит от типа решаемой задачи. В 
большинстве задач гидромеханики предпочтительным является метод Эйлера.  

Во-первых, границы контрольного объема или их перемещение применительно к рассматриваемой 
проблеме обычно заданы. Чаще всего границы являются неподвижными (например, если в качестве 
контрольного объема выбран участок трубопровода), что существенно упрощает решение задачи.  

Во-вторых, наблюдать за характерными величинами потока в фиксированных точках пространства 
проще, чем следить за движущимися частицами. Так, измерение величины скорости ветра с помощью 
флюгера, установленного на метеостанции в фиксированной точке, существенно удобнее, чем 
наблюдение за «мечеными» частицами (например, шарами-зондами в атмосфере) для решения той же 
задачи. 

При использовании фундаментальных законов механики, в которые входят, например, изменение во 
времени массы, импульса, кинетической энергии физических тел (в случае гидромеханики физическим 
телом является выделенный жидкий объем), возникает вопрос, как получить изменение любой 
характеристики (например, массы или энергии) движущегося «жидкого объема» (объекта метода 
Лагранжа) в переменных Эйлера. Иными словами, как в зафиксированном контрольном объеме описать 
процесс движения жидкости и связанные с ним изменения различных его характеристик в разные 
моменты времени. Такие изменения описывает производная по времени от интересующей нас 
гидромеханической характеристики жидкого объема (субстанции). Причем эта производная должна иметь 
специальный вид, связанный с использованием метода Эйлера. 

Рассмотрим выражение для производной такого рода на примере скорости, т.е. вычислим ускорение 
жидкой частицы в переменных Эйлера. Предположим, что в момент времени t  положение жидкой 

частицы (элементарного объема Δ) определено вектором , и при этом скорость ),( = truu – 

эйлерова характеристика. Через промежуток времени tΔ  объем Δ  переместится вдоль траектории на 

некоторое расстояние и займет новое положение с координатами )Δ+,Δ+,Δ+(=Δ+ zzyyxxrr . 

Соответственно его скорость в эйлеровых переменных станет равной ),Δ+,Δ+( = ttrruu  а ускорение  

t

t tt _

Δ

),()Δ+,Δ+(
lim=

0→Δ

rurru
a

t
.     (6) 

Вектор rΔ  здесь определяет перемещение объема Δ  вдоль траектории из начальной точки в 
конечную, т.е.  

),,(= zyxr

),,(= zyxr
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tΔ=Δ .
Vr ,       (7) 

где V  – лагранжева скорость объема Δ . При этом вектор r  в определении (6) согласно методу 

Эйлера от времени не зависит. Тогда, если выбрать промежуток времени tΔ  бесконечно малым, то 

траектория и линия тока будут стремиться друг к другу, а скорость жидкой частицы (объема Δ) – 

приближаться к скорости в точке uV → , т.е. (7) можно записать в виде  

t.Δ=Δ ur .       (8) 

Для преобразования выражения (6) добавим и вычтем в числителе вектор ),Δ+( = trruu  и, 

разбив предел на две части, получим 
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   (9) 

Первое слагаемое в (9) выражает изменение скорости u  в единицу времени в фиксированной точке 

пространства внутри контрольного объема Δ , т.е. по определению это частная производная от скорости 

по времени 
t

 

∂

∂u
; числитель второго слагаемого представляет собой отличие скорости жидкости u  в 

разных точках пространства в фиксированный момент времени t , приближенное значение которого 

выражается в виде полного дифференциала  

≈Δ=),( ),Δ+( ururru tt z
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Поскольку рассматриваемое приращение скорости uΔ  имеет место в направлении движения  

жидкой частицы, то rΔ=)Δ,Δ,(Δ zyx  является ее перемещением за бесконечно малое время tΔ , 

поэтому 
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Учитывая (10) и (11), преобразуем второй предел в выражении (9)  
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Подставляя (12) в (9), окончательно получим 

    (13) 

Оператор в правой части равенства (13) выражает производную по времени от эйлеровой скорости 

u , которая является скоростью каждой жидкой частицы в точке с координатой r  в момент времени t . 

Поэтому, чтобы подчеркнуть, что это особая производная, связанная с движением частиц жидкости 
(субстанции), используют название субстанциальная производная [1, 2, 4, 13, 15] и вводят специальное 

обозначение 
t

 

D

D
 [2, 4, 7, 13] (или иногда 

t

 

d

D
 [15, 16]), применяя которое (13) можно представить в виде 
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Первое слагаемое в правой части выражений (13), (14), относящееся к фиксированной точке, 

называют локальной (или местной) составляющей производной (
t

 

∂

∂u
 – локальная составляющая 

скорости (локальное ускорение); второе слагаемое, являющееся результатом движения (конвекции) 

жидкости, – конвективной составляющей производной uugrad)(  – конвективная составляющая скорости 

(конвективное ускорение)). 

Используя оператор 
t

 

D

D
, равенства (13) и (14) можно записать аналогичным образом и для любой 

другой эйлеровой характеристики, например, для скалярной характеристики такой как температура (14) 
примет вид 

.grad+
∂

∂
=

D

D
T

t

 T

t

 T
u        (15) 

В соответствии с (15) изменение любой характеристики, переносимой потоком жидкости, будет 
зависеть от скорости u .  

Отметим, что приведенные выше зависимости получены для элементарного жидкого объема 
(жидкой частицы). Однако при решении практических задач законы сохранения часто необходимо 
формулировать не для жидких частиц, а для жидких объемов, которые имеют конечные размеры и могут 
деформироваться при движении жидкости. При этом контрольные объемы также будут иметь конечные 
размеры (часть трубопровода, русло канала на исследуемом участке течения и т.п.). Переход от жидких 
частиц к жидким объемам представляет собой отдельную задачу, которая решена, например, в [4, 13, 21], 
где доказано, что изменение в единицу времени любой величины, связанной с движением жидкости, 
равно сумме ее изменения внутри неподвижного контрольного объема (локальная составляющая 
производной) и потока этой величины через контрольную поверхность (конвективная составляющая 
производной). 

В ряде литературных источников, подчеркивая особый вид производной (14), субстанциальную 
производную также называют индивидуальной производной [3, 7, 11, 12], производной по пути или 
материальной производной [12, 17]. 

Весьма важно отметить, что в большинстве учебников [5, 6, 8 - 10, 18 – 25] в выражении для 
скорости u , которая является эйлеровой переменной и зависит от пространственных координат zyx ,, , не 

связанных с частицей жидкости, без специального, доступного для студентов объяснения, координаты 

zyx ,,  рассматриваются как функции времени, и производные от них по времени считаются равными 

проекциям скорости. При этом формально выражение для  полной производной от скорости как сложной 
функции времени приобретает тот же вид, что и для субстанциальной производной (13) – (15). Но такой 
методический прием, позволяющий получить тот же результат простым и, на первый взгляд, понятным 
способом, на самом деле вводит студентов (и многих преподавателей) в заблуждение по поводу того, 
какой все-таки метод используется для решения практических задач: метод Лагранжа или метод Эйлера. 
Еще более осложняет понимание этого вопроса использование некоторыми авторами обозначения 

полной производной 
t

 

d

d
 вместо обозначения субстанциальной производной 

t

 

D

D
. 

Приведенные выше пояснения и выкладки показывают один из рациональных способов изложения 
вопроса о субстанциальной производной, который не создает трудностей, препятствующих освоению 
фундаментального раздела кинематики жидкости.  
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ABSTRACT 
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interpretation of substantial derivative as a total one is incorrect. 
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