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АННОТАЦИЯ 

В современном строительстве все расчеты производятся в вычислительных программных 
комплексах. В этих комплексах используется численный метод решения дифференциальных уравнений с 
частными производными, интегральных уравнений, возникающих при решении задач прикладной физики, 
механики деформируемого твёрдого тела, теплообмена, гидродинамики и электродинамики. Этот метод 
называется методом конечных элементов. Поскольку любое тело можно разбить на бесконечное 
количество элементов, возникает актуальный вопрос, какое число этих элементов будет оптимальным. В 
настоящей работе рассмотрены аналитические решения задач о действии внешних нагрузок на упругое 
полупространство: задачи Буссинеска от сосредоточенной силы, Лява от равномерно распределенной 
нагрузки. Получены численные решения данных задач в программном комплексе Лира-САПР 2013. 
Построены схемы радиальных напряжений, графики напряжений σ_z, ԏxz, ԏyz. Выполнено сравнение 
результатов аналитических и численных решений. 
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1. Введение 
В настоящее время при решении задач совместного расчета зданий и сооружений с их основанием 

повсеместное распространение получило применение нелинейных моделей массива грунта [4, 8, 16, 18-
23]. При этом, как отмечает Г.Г. Литвинский, в настоящее время не существует однозначно принятой 
нелинейной математической модели грунта [5]. Для каждой модели введен свой набор критериев 
прочности и схем деформирования. Важно, что множественность подходов относится не только к 
принципиально разным с механических позиций материалам (гранит и глина), но и грунтам одного 
литологического состава и генезиса. 

Для построения нелинейных моделей в большинстве работ используется теория пластического 
течения [3, 4, 8, 16, 18, 21-23]. Деформация массива грунта, как сплошной среды, разделяется на упругую 
и пластическую части. При этом упругая составляющая может быть линейной и нелинейной. В первом 
случае при реализации метода конечных элементов это проявляется в зависимости искомых 
перемещений от размера расчетной модели.  

2. Обзор литературы 
Решение задач линейной теории упругости с относительно простой геометрией, граничными 

условиями и нагрузками приведено во множестве источников, включая [6, 7, 17]. Расчет конструкций на 
упругом основании приведен в работах М.И. Горбунова-Посадова [1], И.А Симвулиди [15], А.П. Синицын 
[14]. 

В механике грунтов упругую модель используют с учетом того, что песчано-глинистые грунты на 
первых стадиях приложения нагрузок деформируется линейно, но не упруго. По этой причине упругую 
модель называют линейно-деформируемой. Понятие модуль упругости заменяют понятием модуля 
деформации, а коэффициент Пуассона – коэффициентом поперечного расширения грунта. При этом оба 
параметра являются независимыми и оба должны определяться из испытаний. 

При решении задач совместного расчета сооружений и их оснований выполняют с помощью 
различных численных методов: методы конечных, граничных, дискретных элементов. Наибольшее 
распространение на практике получил метод конечных элементов [10-13]. Практические аспекты 
применения метода конечных элементов для решения задач механики грунтов и строительной механики 
изложены в работах [2, 9]. 

3. Постановка задачи исследования 
Данное исследование является первым этапом научно-исследовательской работы «Численное 

решение контактной задачи о внедрении жесткого индентора в вязко-упруго-пластическое 
полупространство». В качестве прикладного аспекта данной работы следует указать решение задачи о 
расчете несущей способности набивных свай типа Fundex.  

Целью настоящего этапа работы является получение и сравнение численных и аналитических 
решений для упругого полупространства. Рассматриваются случаи действия на упругое полупространство 
сосредоточенной силы (задача Буссинеска) и нагрузки распределенной по площади (задача Лява).  

Методически выполнение работы заключается в анализе аналитических решений в системе Wolfram 
Mathematica, получении численных решений с использованием ЛИРА-САПР и вычислении погрешности 
решения при различных параметрах сетки конечных элементов. 

4. Задача Буссинеска 

Действие сосредоточенной силы на упругое полупространство. 
Вывод и аналитическое решение задачи о действии сосредоточенной силы на упругое пространство 

с допущением Буссинеска приведено в работе [17]. Выражения напряжений для площадки, параллельной 
ограничивающей плоскости: 
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Учитывая       
        ;       

         и       
        , для величин составляющих 

напряжений для площадки, параллельный ограничивающей плоскости, окончательно будут иметь 
следующие вид: 
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В приведенном выражении (2) обращает на себя внимание поведение решения при    . В точке 
приложения нагрузки напряжения будут стремиться к бесконечности, а величины напряжений не зависят 
от упругих параметров сплошной среды. 

По приведенному аналитическому решению были построены изолинии напряжений в программе 
Mathematica 2013.  

 
 

 
В случае решения данной задачи методом конечных элементов для получения точного решения 

потребуется значительная степень разбиения рассматриваемой области полупространства в точке 
приложения сосредоточенной силы. Достаточный размер грани конечного элемента, позволяющий 
получить высокую степень совпадения численного и аналитического решения может быть установлен 
эмпирически. 

  
 

 
Рисунок 1. Схема радиальных напряжений при 
действии сосредоточенной силы на глубине 1м 

Рисунок 2. Напряжения    от сосредоточенной силы 
400 кН на глубине 1 м  

  
Рисунок 3. График напряжения     на глубине1 м от 
сосредоточенной силы 400 кН 

Рисунок 4. График напряжения     на глубине1 м от 

сосредоточенной силы 400 кН 
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С целью снижения числа неизвестных при задании геометрии модели использован принцип 
симметрии. Для получения решения задана только четверть полупространства. При этом величина 
сосредоточенной силы составила четверть от нагрузки на все полупространство. Сетка задана с учетом 
сгущения сети элементов по мере приближения к точке приложения нагрузки (см.рис.2.). Всего было 
построено четыре конечно-элементных модели с длиной граней в области приложения сосредоточенной 
силы 1, 0.5, 0.25 и 0.1 м, соответственно. 

Модели набраны с помощью универсальных пространственных восьмиузловых изопараметрических 
конечных элементов (номер 36 в программе ЛИРА-САПР). Таким образом, при переходе от 
аналитического к численному решению бесконечное полупространство заменяется объектом (кубом) 
конечных размеров. Собственно, данный факт заложен в названии использованного численного метода – 
метод конечных элементов. 

Граничные условия включали недопущение перемещений по нормали узлов к внешним граням 
упругого куба. 

Задача решается в линейной постановке, то есть перемещения и повороты малы, а модель 
материала – линейно-упругая. Так как в настоящей работе выполняется сравнение только напряжений, 
полученных по результатам аналитического и численного решений, параметры материала заданы 
произвольно. 

 
Рисунок 5. Общий вид конечно-элементной модели 

 

 
 

Рисунок 6. Фрагмент конечно-элементной модели вблизи точки приложения сосредоточенной 
нагрузки. Изополя вертикальных напряжений по оси Z 
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Вертикальное напряжение на глубине 1 м от приложенной силы равной 100 кН по результатам 
численного решения находится как среднее значение напряжений между соответствующими конечными 
элементами: 

                

 
         

  

  
  

Сравнение значений вертикальных напряжений по результатам численного и аналитического 
решений приведено в таблице 1.  

Таблица.1. Сравнение аналитического и численных решений 

№ 
модели 

Длина ребра 
конечного 

элемента, м 

Напряжение вдоль глобальной 
оси Z на глубине 1 м σz, кН/м

2
 

Погрешность, % 
Аналитическое 

решение 
Численное 
решение 

1 1 190,986 702 
           

       
            

2 0,5 190,986 561,67 
              

       
            

3 0,25 190,986 207,53 
              

       
          

4 0,1 190,986 186,4545 
                

       
          

 

 
 

Рисунок 7. Фрагмент конечно-элементной модели при размере грани равной 0.1 м . Изополя напряжений 
по оси Z 
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Рисунок 8. График зависимостей напряжения вдоль глобальной оси Z от длины ребра конечно-элементной 

модели от сосредоточенной нагрузки 
 

5. Задача Лява 

Действие равномерно распределенной нагрузки на упругое полупространство 
Аналитическое решение задачи о действии равномерно распределенной нагрузки на упругое 

полупространство приведено в [17]. 

Сжимающие напряжения    , лежащей на вертикали под углом загруженного прямоугольника со 

сторонами   и  , которые мы назовем угловыми, будут равны:  
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√     √     
)], 

где   
 

 
 и   

 

 
;    ⁄                 

Пользуясь приведенными формулами, легко можно вычислить и максимальное сжимающее 
напряжение под центром площади загрузки   . 

Задача Лява отличается от задачи Буссинеска тем, что вместо сосредоточенной силы на 
полупространство прикладывается равномерно-распределенная по площади нагрузки. Учитывая 
указанное, для численного решения задачи Лява можно воспользоваться моделью, построенной для 
решения задачи Буссинеска. Необходимо только изменить нагружение упругого полупространства 
(рисунок 12). 
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Рисунок 9. Фрагмент расчетной модели в месте приложения распределенной нагрузки 

 
Рисунок 10. Деформированная схема полупространства 
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Рисунок 11. Вертикальные напряжения, кН/м
2
 

Аналитическое решение при равномерно распределенной силе 100 кН/м
2
 на квадратную площадку 

со стороной 2 м. σz=33.611 кН/м
2
.  

Таблица 2. 

№ 
модели 

Длина ребра 
конечного 
элемента 

Главное напряжение σz на глубине 1 м 
от точки приложения 

сосредоточенной силы 100 кПа, кН/м
2
 Погрешность, % 

Аналитическое 
решение 

Численное 
решение 

1 1 69,19 42,6 
          

     
           

2 0,5 69,19 61,4 
          

     
           

3 0,25 69,19 67,3 
          

     
          

4 0,1 69,19 68,75 
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Рисунок 12. График зависимостей напряжения вдоль глобальной оси Z от длины ребра конечно-элементной 

модели при равномерно распределенной нагрузки 

6. Заключение 
Рассмотрены задачи Буссинеска и Лява. Для каждой из перечисленных задач: 

 по известным аналитическим решениям выведены изолинии напряжений в системе 
Mathematica 2013,  

 выполнено решение задач методом конечных элементов в программе ЛИРА-САПР, 

 произведено сравнение полученных результатов. 

Путем вариации размеров конечных элементов достигнута высокая степень совпадения 
аналитических и численных решений. Установлен оптимальный размер конечного элемента для решения 
данных задач. Величины погрешностей в случае задания конечных элементов оптимального размера 
составили менее 3%.  

Решение перечисленных верификационных задач указывает на правильность решения задач 
линейной теории упругости в программе ЛИРА-САПР и в случае решения задач геотехники позволяет 
корректно выполнять расчет осадок сооружения на упругом основании. 
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