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АННОТАЦИЯ 

В данной статье рассматривается задача о продольно-поперечном изгибе балки. Целью авторов 
является анализ возможности определения перемещений в закритической области программными 
комплексами (ПК). Решение такого типа задач является важным аспектом нелинейного анализа 
стержневых систем. В качестве рассматриваемых ПК выбраны наиболее распространенные в России 
SCAD, ЛИРА-САПР и ЛИРА 10 (ООО "Лира Софт"), а также относительно новый для российского рынка 
SAP2000. Приводятся аналитические решения. Аналитические решения сравниваются с решениями, 
полученными в программных комплексах. Приводятся рисунки полученных результатов перемещений. 
Сделаны выводы о возможностях программных комплексов в рамках поставленной задачи. При 
написании статьи были использованы научные труды отечественных и зарубежных теоретиков метода 
конечных элементов. 
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1. Введение 
При решении задач статики, как и механики в целом, естественной является нелинейная постановка 

задач. Она отражает нелинейную природу деформирования тел и позволяет решать задачи в общем 
виде. При этом получение нелинейных решений соответствует не только внутренним законам развития 
науки, но и значительно совершенствует практические методы расчета инженерных сооружений. 

Нелинейные задачи механики сводятся к решению связанной системы нелинейных уравнений и 
являются, как правило, однопараметрическими, то есть их решение можно рассматривать, как 
непрерывно зависящее от одного параметра или аргумента. Для статических задач естественным 
параметром является величина нагрузки от нуля до ее конечного значения, а ход решения существенно 
зависит от последовательного изменения параметра [1]. 

Для получения связанной системы нелинейных уравнений в настоящее время повсеместно 
применяется метод конечных элементов (МКЭ). При расчете конструкции с помощью МКЭ возможно 
учесть геометрическую, конструктивную, генетическую и физическую нелинейности. Рассматриваемые 
объекты могут иметь произвольные размеры и форму. 

На сегодняшний день МКЭ реализован и активно используется в современных программных 
комплексах (ПК). Программных комплексов различного назначения стало настолько много, что их 
результаты активно сравниваются с аналитическими решениями и между собой [2-6].  

Особый интерес представляют возможности ПК связанные с учетом закритической работы 
конструкции (после потери устойчивости). Актуальность подобных расчетов в последнее время 
возрастает, в связи с обязательными требованиями об учете аварийных ситуаций при проектировании 
зданий и сооружений повышенного уровня ответственности [54]. 

Так же исследование закритического поведения конструкций необходимо при исследовании работы 
конструкций: пологих арок (стрела подъема ≤1/5 длины пролета), пологих куполов, цилиндрических 
оболочек, легких стальных тонкостенных конструкций (ЛСТК) и т.д. Вероятность разрушения таких 
конструкций вследствие потери устойчивости существенно выше, чем по несущей способности [7-14]. 

Для проверки возможности учета закритического поведения конструкций было выбрано 4 
программных комплекса. Наряду с широко распространенными в России и странах СНГ ПК SCAD, ЛИРА-
САПР и ЛИРА 10 (ООО "Лира Софт"), приведен пример использования относительно нового для 
российского рынка ПК SAP2000 [15], производства компании CSi (США). 

2. Обзор литературы 
Исследованию геометрически нелинейных стержней в контексте использования метода конечных 

элементов посвящены работы Ю.М. Ветюкова, В.В. Елисеева, А.С. Городецкого, И.Д. Евзерова, А.В. 
Перельмутера, В.И. Сливкера, П.Ю. Семенова, F. Hartmann, C. Katz, A. Ibrahimbegovic, J. Li, J.N. Reddy, M. 
Stangl и др., P. Wriggers [16-33] и другие публикации [34-39]. В большинстве работ рассматривается 
стержень Тимошенко с учетом деформаций поперечного сдвига [40]. 

Решение статических задач нелинейного деформирования, устойчивости и закритического 
поведения стержней рассматривается в работах Н.А. Соловей, В.В. Лалина и других исследователей [41-
44]. 

Одна из методик построения расчетной конечно-элементной модели профиля произвольного 
сечения в ПК SCAD изложена в работе Н.И. Ватина и А.О. Гордеевой [45]. 

Целесообразность применения метода конечных элементов (МКЭ), реализованного в ПК SCAD, а 
также принцип выбора КЭ для построения расчетной схемы описывается в работе В.Н. Васылева и И.М. 
Гаранжа [46]. 

3. Постановка задачи 
Задачей данного научного исследования является рассмотрение возможностей ПК SCAD, ЛИРА-

САПР, ЛИРА 10 и SAP2000 при решении задачи о продольно-поперечном изгибе стержня в геометрически 
нелинейной постановке и сравнение результатов проведенных расчетов с аналитическими решениями. 

Рассмотрим частный случай продольно-поперечного изгиба. Расчетная схема задачи изображена на 
рисунке 1. 
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Рисунок 1. Расчетная схема 

 
Исходные данные: 
1) Модуль упругости, E: 2,1·108 кПа; 
2) Площадь сечения, А: 0,25 м2; 
3) Момент инерции сечения, Iy: 0,0052 м4; 
4) Горизонтальная сила, S=2·Sкр: 215898 кН; 
5) Вертикальная сила, P: 1000 кН; 
6) Количество дроблений стержня по длине: 40. 
Система загружена увеличивающимися горизонтальной и вертикальной (по середине стрежня) 

силами. Горизонтальная сила увеличивается до значения двух критических сил. 
Критическая сила определена по формуле [47]: 
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4. Аналитическое решение  
4.1. Решение Тимошенко-Степина 

Для определения максимальных значений прогиба, в данной задаче это значения в середине 
пролета, С.П. Тимошенко предлагает использовать следующую формулу [47]: 
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где p определяется по формуле: 
zIE

Sp
⋅

= . 

Как видно из этой формулы, по мере приближения значения: 2
lp ⋅  к числу равному: 2

π  значение 

прогиба стремится к бесконечности, т.е. происходит потеря устойчивости стержня. Формула для 
определения критической силы определяется из этого условия. 

Таким образом можно сделать вывод, что аналитическое решение Тимошенко описывает работу 
стержня только в докритической области, т.е. в случае, когда значение сжимающей осевой силы не 
превышает значение критической силы. 

П.А. Степиным было предложено упрощенное решение данной задачи [48]. Прогиб в середине 
проета определяется по следущей формуле:  

С⋅= 0νν , 

где ν0  – прогиб балки от одной поперечной нагрузки; 
       С – поправочный коэффициент, определяется по формуле: 

крS
S

С
−

=
1

1
. 

Оба представленных решения дают одинаковые значения, которые представлены на рисунках 8, 
11,15 и таблице 1.  
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4.2. Решение Вольмира 
Для определения значений прогиба в закритической области А.С. Вольмир в своем труде [49] 

предлает формулу: 

l
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где n – параметр, определяющий форму потери устойчивости.  
Принимаем равным: 0,5, поскольку форма потери устойчивости задачи представляет собой 

полуволну синусоиды; 
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       υ  – полный элиптический интеграл, значения которого определяются по таблице на странице 80 [50]. 
Значения данного решения представлены на рисунках 8, 11, 15 и таблице 1. 

5. Численное решение с помощью программных комплексов 
5.1. Реализация в ПК SCAD 21.1 

В качестве расчетной схемы была выбрана плоская рама (тип схемы №2) и стержневой конечный 
элемент с учетом геометрической нелинейности (№302). Исходная балка, длиной 10 м, была разбита на 
40 конечных элементов. К центральному узлу стержня была приложена вертикальная сила P=1000 кН, а к 
крайнему правому осевая сила: S=2·Sкр=215898 кН. Расчетная схема представлена на рисунке 2. 

 
Рисунок 2. Расчетная схема задачи в ПК SCAD 21.1 

 
Нелинейное загружение было сформировано следующим образом: приложенная нагрузка была 

разбита на 20 шагов, силы увеличиваются на каждом шаге; выбран шагово-итерационный метод расчета с 
количеством итераций равным 6 на каждом шаге (для получения удовлетворительной невязки). Значения 
перемещений в центральном узле будут считываться на каждом шаге (Рис. 3). Учитывая, что в загружении 
была задана двойная продольная критическая сила, ожидается, что перемещения сильно возрастут по 
мере приближения к десятому шагу и далее. 

 
Рисунок 3. Схема задания количества шагов и итераций из ПК SCAD 21.1 
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В качестве метода решения был выбран итерационный метод, с требуемой точностью 
итерационного процесса: 4, а в разделе «Устойчивость» была поставлена галочка в графе: «Учет 
возможности потери устойчивости при изгибе стерней». 

В процессе выполнения нелинейного расчета рассматриваемой задачи ПК SCAD выдает следующее 
предупреждение (Рис. 4) и прекращает расчет. 

 
Рисунок 4. Результаты выполнения операции в ПК SCAD 21.1 

 
Аналогичные предупреждения возникают и при использовании других решателей ПК.  
На рисунке 5 приводится фрагмент протокола расчета на устойчивость рассматриваемой задачи. По 

значениям коэффициента запаса устойчивости системы можно сделать вывод, что критическая сила 
определена программой верно.  

 
Рисунок 5. Фрагмент протокола расчета на устойчивость рассматриваемой задачи 

 
5.2. Реализация в ПК ЛИРА-САПР 2015 (R3.1) 

При описании расчетной схемы был выбран признак схемы: «2 - Три степени свободы в узле 
(перемещения X, Z, Uz, XOZ)» и тип стержневого конечного элемента: «Тип 309 - универсальный 
пространственный сильно изгибаемый стержневой геометрически нелинейный КЭ». Расчетная схема 
представлена на рисунке 6. 

 
Рисунок 6. Расчетная схема задачи в ПК ЛИРА-САПР 2015 (R3.1) 

 
Нелинейное загружение сформировано следующим образом: Так как в ПК ЛИРА-САПР не 

представляется возможным получить значения перемещений на промежуточных шагах, то необходимо 
создать загружения соответствующие каждому из шагов. После чего следует пройти в раздел: 
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«Моделирование нелинейных загружений конструкции» и создать в нем нелинейные загружения, на 
основе созданных ранее линейных. 

В качестве метода расчета был выбран: «(4) Автоматический выбор шага для геометрически и 
физически нелинейных задач». Окно параметров нелинейного расчета представлено на рисунке 7. 

Рисунок 7. Моделирование нелинейных загружений конструкциии 
 
По результатам полученных значений был построен следующий график (Рис. 8). 

 
Рисунок 8. Результаты решения задачи о продольно-поперечном изгибе в ПК ЛИРА-САПР 2015 (R3.1) 
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Аналогичные результаты были получены и в более ранних версиях программы, ЛИРА-САПР 2013 
(R3) и ЛИРА 9.6 (R8).  

5.3. Реализация в ПК ЛИРА 10.4 (R3) 
При описании расчетной схемы тип создаваемой задачи был выбран: «Плоская рама (X, Z, UY)» и 

тип стержневого конечного элемента: «Тип 310 - универсальный геометрически нелинейный кэ стержня». 
Расчетная схема представлена на рисунке 9. 

 
Рисунок 9. Расчетная схема задачи в ПК ЛИРА 10.4 (R3)* 

*Значения нагрузок представлены в тоннах. 
 
Нелинейное загружение сформировано следующим образом: В качестве метода приложения 

нагрузки выбран: «(1) Равномерное приложение нагрузки», который предоставляет возможность получить 
значения на всех промежуточных шагах приложения нагрузки. Количество шагов: 20. 

Окно параметров нелинейного расчета представлено на рисунке 10. 

Рисунок 10. Нелинейность. Стадия нелинейного загружения 
 
По результатам полученных значений был построен следующий график (Рис. 11). 

 
Рисунок 11. Результаты решения задачи о продольно-поперечном изгибе в ПК ЛИРА 10.4 (R3) 
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5.4. Реализация в ПК SAP2000 17.1.1 
В ПК SAP2000 существует 2 способа учета геометрической нелинейности конструкций: 

• Расчет с учетом P-delta эффекта; 
• Расчет с учетом больших перемещений. 

Под эффектом P-Delta понимают нелинейный геометрический эффект влияния больших растягивающих 
и сжимающих напряжений на поперечный изгиб и сдвиг. 

При перемещении узлов конструкции в растянутых и сжатых элементах возникают дополнительные 
изгибающие моменты, вследствие изменения эксцентриситета продольных сил относительно нейтральной оси 
сечения. Кроме того, сжимающее напряжение делает элемент конструкции более гибким при поперечном 
изгибе и сдвиге, а растягивающее напряжение увеличивает жесткость элемента при поперечной деформации. 

Использование P-delta эффекта позволяет учесть в расчете описанные выше изменения жесткости 
элемента и изгибающих моментов в нем. Подробнее в [52]. 

При использовании только P-delta эффекта расчет будет выполняться только до достижения 
критической силы и дальше прекращаться, данный тип расчета не предусматривает исследования 
закритической области. 

При расчете с учетом больших перемещений уравнения равновесия составляются для деформированного 
состояния конструкции. При этом учитываются большие перемещения и вращения, но подразумевается, что 
относительные деформации элементов конструкции малы. Это означает, что учитывается только эффект от 
изменения положения или ориентации элемента, а при значительном изменении формы или размера элемента 
эффект не учитывается. Расчеты с учетом больших перемещений также учитывают и P-delta эффекты. 

При нелинейном расчете существуют два режима приложения нагрузок:  
• Full Load (Управление по нагрузке);  
• Displacement Control (Управление по перемещению). 

При использовании режима Full Load (Управление по нагрузке) нагрузка будет прикладываться пошагово до 
заданного значения. При использовании режима Displacement Control (Управление по перемещению) конструкция 
будет пошагово деформироваться по заданному направлению до заданного перемещения в заданном узле. 

Решаемая задача предполагает работу конструкции в закритической области, поэтому необходимо 
производить расчет с учетом больших перемещений. В качестве расчетной схемы была выбрана: Plane Frame 
(Плоская рама). Стержень так же, как и при реализации в других ПК, был разбит на 40 элементов, расчетная схема 
представлена на рисунке 12.  

 
Рисунок 12. Расчетная схема задачи о продольно-поперечном изгибе стержня в ПК SAP2000 17.1.1 

 
Нагрузка прикладывается пошагово, количество шагов: 20. (Рис. 13). 

 
Рисунок 13. Result Saved for Nonlinear Static Load Cases  

(Сохранение результатов нелинейных статических расчетов) 
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Окно ввода данных нелинейного статического расчета представлено на рисунке 14. 

 
Рисунок 14. Load Case Data – Nonlinear Static (Данные нелинейного статического расчета) 

 
По результатам полученных значений был получен следующий график (Рис. 15). 

 
Рисунок 15. Результаты решения задачи о продольно-поперечном изгибе в ПК SAP2000 17.1.1 
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6. Сравнение результатов расчета 
Результаты аналитического решения и численных решений, полученных с помощью программных 

комплексов, представлены в таблице 1. 
 

Таблица 1. Результаты аналитических и численных решений задачи о продольно-поперечном изгибе стержня 

№ 
шага 

Осевая 
нагрузка, кН 

Аналитическое 
решение 

Численное решение 
Лира-САПР 2015 

(R3.1) Лира 10.4 (R3) SAP2000 17.1.1 

Прогиб, м Прогиб, 
м 

Расхож-
дение,

% 

Прогиб, 
м 

Расхож-
дение,

% 

Прогиб, 
м 

Расхож-
дение,

% 

1 

   
   

  Д
ок

ри
ти

че
ск

ая
 о

бл
ас

ть
 

10794,9 

   
Ре

ш
ен

ие
 Т

им
ош

ен
ко

-С
те

пи
на

 0,00106 0,00105 0,94 0,00095 10,38 0,00104 0,95 

2 21589,8 0,00238 0,00236 0,84 0,00211 11,35 0,00236 0,84 

3 32384,7 0,00407 0,00398 2,21 0,00356 12,53 0,00407 0 

4 43179,6 0,00633 0,00611 3,48 0,00542 14,38 0,00633 0 

5 53974,5 0,00949 0,00902 4,95 0,00789 16,86 0,00948 0,11 

6 64769,4 0,01422 0,01320 7,17 0,01135 20,18 0,01421 0,07 

7 75564,3 0,02212 0,01975 10,71 0,01652 25,32 0,02208 0,18 

8 86359,2 0,03797 0,03152 16,99 0,02514 33,79 0,03790 0,18 

9 97154,1 0,08599 0,06172 28,22 0,04235 50,75 0,08570 0,34 

10 107949 0,98788 0,83506 15,47 0,09339 90,55 0,94223 4,58 

11 

   
   

   
За

кр
ит

ич
ес

ка
я 

об
ла

ст
ь 

118743,9 

   
   

   
   

Ре
ш

ен
ие

 В
ол

ьм
ир

а 

2,53780 2,57759 1,54 946,88 >100 2,58628 1,88 

12 129538,8 3,16690 3,25741 2,78 – – 3,25967 2,85 

13 140333,7 3,62820 3,62114 0,19 – – 3,62145 0,19 

14 151128,6 3,81970 3,82816 0,22 – – 3,82790 0,21 

15 161923,5 3,95500 3,94492 0,26 – – 3,94460 0,26 

16 172718,4 3,97590 4,00556 0,74 – – 4,00547 0,74 

17 183513,3 4,02600 4,02981 0,10 – – 4,03001 0,10 

18 194308,2 4,02600 4,02979 0,09 – – 4,03050 0,11 

19 205103,1 4,01000 4,01336 0,08 – – 4,01453 0.11 

20 215898 3,95500 3,98594 0,78 – – 3,98738 0,81 
 

  – значения, расхождение которых превышает 5%. 
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7. Вывод 
Проведенное исследование наглядно показывает, что лишь два из четырех представленных ПК 

способны определять поведение стержня в закритической области перемещений. 
Также, по результатам проведенного исследования можно сделать следующие выводы: 

1) ПК SCAD версии 21.1 позволяет верно определить величину критической силы (рис. 5), но решения 
задачи, совпадающего с аналитическим, ни в докритической, ни в закритической области получить 
не удалось; 

2) ПК ЛИРА-САПР 2015 (R3.1) способен определять значения прогибов, как в докритической области, 
так и закритической. Но при приближении осевой нагрузки к критической наблюдаются ощутимые 
расхождения результатов (>5%) с аналитическими решениями. См. таблица 1; 

3) ПК ЛИРА версии 10.4 (R3) верно определяет значение критической силы (рис. 11). Значения 
прогибов конструкции доступны только в докритической области, полученные значения имеют 
существенные расхождения с аналитическим решением. 
И. Д. Евзеров в своем труде [51] приводит примеры аналитического решения геометрически 
нелинейных задач и сравнение результатов аналитического решения с решениями ПК ЛИРА версии 
10; 

4) ПК SAP2000 версии 17.1.1, при расчете с учетом больших перемещений, описывает состояние 
конструкции наиболее близко к аналитическому решению как в докритической области, так и в 
закритической. Все значения лежат в пределах 5%. См. таблица 1.  
Примеры выполнения расчетов геометрически нелинейных систем в ПК SAP2000 можно так же 
увидеть в [53]. 
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ABSTRACT 

This article examines the issue of longitudinal and transverse bending beam. The author's task is to 
analyze the possibility of determining movements in the supercritical region using the software package. The 
solution of this type of problems is an important aspect of the non-linear analysis of beam systems. There were 
selected the most common in Russia, SCAD, LIRA-SAPR and LIRA 10, and the new for the Russian market 
SAP2000. The analytical solutions are presented. The analytical solutions are compared with the solutions 
obtained in the software package. Pictures of the results of displacements are presented, too. The results of 
research show the possibilities of software systems within the task. In writing the article there were used scientific 
works of domestic and foreign theorists of finite element method. 
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