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АННОТАЦИЯ 

В настоящей статье приводится методика расчета термонапряженного состояния системы 
дискретно наращиваемых бетонных блоков в строительный период. Массивные бетонные конструкции, 
возводимые поблочно, испытывают влияние изменения температуры. Рассмотрена задача в одномерной 
постановке. Плановые размеры блоков значительно превосходят их высоту. Изменение температур и 
напряжений происходит вдоль вертикальной оси. Основание системы блоков абсолютно податливое.  
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1. Введение 

Изменение температурного состояния тела вследствие тепла гидратации цемента, колебаний 
температуры наружного воздуха и других причин приводит к изменению его объема и возникновению 
термонапряжений [1-7]. Возникающие температурные напряжения способны нарушать целостность 
конструкций [8-13]. Это очень важно отметить, при решении задач, в холодных климатических зонах для 
таких  конструкций, как: плотины, трубопроводы [14-20]. 

В научной литературе обсуждаются проблемы температурного воздействия на различные бетонные 
тела [1-29]. В настоящей статье авторами предложена методика расчета термонапряженного состояния 
дискретно наращиваемых бетонных тел. 

2. Методика расчета термонапряженного состояния 
дискретно наращиваемых бетонных тел 

Как известно, задача определения термонапряжений решается поэтапно: сначала определяются 
температурные поля, а затем напряжения. Температурные поля можно получить из неоднородного 
дифференциального уравнения теплопроводности (1). 

∂T

∂t
= a

∂2

∂z2
+

1

cγ

∂Q

∂t
, (1) 

 
где Q – тепловыделение бетона. 

Уравнение решается методом конечных разностей по двухслойной явной схеме с 4-точечны 
шаблоном. Результат может быть представлен в виде (2): 

Ti,t+∆t =
a∆t

∆z2
(Ti−1,t − 2Ti,t + Ti+1,t) + Ti,t + ∆Tэ,i, (2) 

Конечно-разностный вид приращения температуры за счет экзотермии цемента принят согласно 
теории тепловыделения И.Д. Запорожца [21].  

Начальные условия сводятся к заданию температуры бетонной смеси в момент укладки. На границе 
типа «блок-блок» рассмотрены граничные условия IV рода, на границе типа «поверхность блока – 
окружающая среда» - граничные условия III рода. Влияние «температурной истории» на тепловыделение 
учитывается согласно гипотезе приведенного времени (3). 

tgiv = ∫ Fa[T(t)]dt,

t1

0

 (3) 

где Т(t) – температура твердения бетона, Fa – функция влияния температуры на тепловыделение. 

При определении термонапряжений считается справедливой гипотеза плоских сечений, имеющая 
смысл неразрывности деформаций (4). 

ε(z, t, τ) = εx(z, t, τ) = εy(z, t, τ) = ε0(t, τ) + β(t, τ)[z − z0(t, τ)], (4) 

где ε0(t, τ) - относительная деформация в точке с координатой z0(t, τ) , определяющей положение центра 

тяжести приведенного сечения блоков; z0(t, τ) определяется как отношение приведенного статического 
момента сечения Sпр к приведенной площади сечения. 

В случае температурных воздействий деформации ε(z, t, τ) можно представить в виде (5): 

ε(z, t, τ) = αTT(z, t) + εH(z, t, τ), (5) 

где εH(z, t, τ) – деформация, вызванная нормальными напряжениями. 

Нормальные напряжения σ (z, tопределяются по формуле (6): 

σ(z, t) = σx(z, t) = σy(z, t), (6) 
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Подставляя (5) в (4), можно получить (7): 

εH(z, t, τ) = −αTT(z, t) + ε0(t, τ) + β(t, τ) × [z − z0(t, τ)], (7) 

Уравнение связи между напряжениями и деформациями с учетом ползучести бетона согласно 
линейной наследственной теории старения запишется в виде, предложенном П.И. Васильевым (8) [22]: 

σ(z, t) =
1

1 − ν
∫

∂εH(z, t, τ)

∂t

t

0

E(z, τ)R(z, t, τ)dτ, (8) 

Учет влияния температурной истории на модуль упруго-мгновенных деформаций ведется согласно 
гипотезе «приведенного» времени. Уравнение равновесия можно выразить через напряжения σ(z, t) из 
условия статической эквивалентности нулю температурных усилий по сечению блоков (9): 

∫ σ(z, t)𝑑𝑧 = 0; ∫ 𝜎(𝑧, 𝑡) [𝑧 − 𝑧0(𝑡, 𝜏)]𝑑𝑧 = 0.

ℎ

0

 

ℎ

0

 (9) 

Подставляя (7) и (8) в (9), получим систему из двух интегродифференциальных уравнений. Решая 
систему и принимая метод конечных разностей и численное интегрирование, можно получить зависимость 
для определения σ(z, t). 

Экспериментальные исследования, проведенные П.И. Васильевым и Б.А. Гаврилиным [23], 
показали, что повышение температуры влияет на скорость деформации ползучести. Было предложено 
учесть это обстоятельством, заменяя действительное время приведенным (10): 

tgiv = ∫ F [T(t)]dt

t1

0

 (10) 

Б.А. Гаврилиным [24] было показано, что таким же образом можно учесть влияние температуры с 
помощью функции релаксации R(T, τ). Функция релаксации, предложенная П.И, Васильевым [22], с учетом 
гипотезы приведенного времени имеет вид (11): 

R(t, τ) = A (1 − e−βtgiv
α

) + (B1 + D1e−βtgiv
α

) × e−γ1(t𝑔𝑖𝑣−τgiv)

+ (B2 + D2e−βtgiv
α

) × e−γ2(tgiv−τgiv), 
(11) 

В работе [25] показано, что в случае переменных, повышающихся во времени температур 
применение гипотезы «приведенного» времени дает занижение величины деформации ползучести и не 
отражает наблюдаемого в опытах интенсивного нарастания деформации ползучести бетона после 
повышения температур (эффект «температурного последействия»). 

Приведем методику построения кривых мер ползучести в рамках теории упруго ползучего тела для 
монотонно возрастающих температур. Рассмотрим график изменения температур T(t) в каком-либо узле 
сетки, введенной в блок (рис., а). Будем считать, что блок уложен в момент времени 𝜏0, а в момент 
времени 𝜏𝑚𝑎𝑥 температура в узле достигает максимального значения 𝜏𝑚𝑎𝑥. Процедура построения кривых 

С∗(t, τ) с учетом эффекта «температурного последействия» распространяется на интервал [ 𝜏0, 𝜏𝑚𝑎𝑥]. В 

интервале [𝜏𝑚𝑎𝑥 , ∞] кривые строятся с учетом гипотезы «приведенного времени». 
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Рисунок 1. Схема построения С∗(𝐭, 𝛕) 

Введем шаг по времени ∆𝜏 и аппроксимируем кривую в интервале [ 𝜏0, 𝜏𝑚𝑎𝑥] некоторой ступенчатой 
линией (рисунок 1a). В пределах каждого шага будем считать температуру постоянной. Мера ползучести 
стареющего бетона при постоянной температуре принимается в данной методике следующей (12): 

c(t, τ, T) = K(T, t − τ) ∫ φ(ξgiv)f(ξ

t

τ

− τ)dξ, (12) 

где φ (ξ) – функция, характеризующая старение бетона в условиях постоянной влажности и температуры; 

K(T, t − τ) – функция, учитывающая влияние температуры на изменение вязкости геля и связанной воды; 

f (ξ-τ) - описывает влияние длительности загружения. 

После выделения участков постоянства температур Т1, Т2, Тmax строится семейство кривых 
c(t, τ, T). Каждая из кривых этого семейства, описанная зависимостью (12), отвечает соответствующей 
постоянной температуре Т1, Т2, Тmax(см. рисунок 1б). Далее от кривой c(t, τ, T) , начиная от точки 

пересечения с прямой t = τ1, нужно отложить вверх разности между кривыми c(t, τ, T2) и c(t, τ, T1); при этом 

разности нужно отсчитывать, начиная от t = τ0 до конца исследуемого отрезка времени. Иначе говоря, 
следует фигуру, заштрихованную восходящими штрихами на рис., 1б сдвинуть по кривой c(t, τ, T1) до тех 
пор, пока начало фигуры не придет в точку а. Аналогичную операцию нужно провести с разностью 
ординат кривых c(t, τ, T𝑚𝑎𝑥) и c(t, τ, T2) (рис., 1 б) – участок между кривыми ползучести заштрихованных  

нисходящими штрихами. Аналитически кривая С∗(t, τ)  (рис., 1в) может быть представлена в виде (13): 

С∗(t, τ) = c(t, τ, T1),    𝑡 ∈ [𝜏0, 𝜏1], 
С∗(t, τ) = c(t, τ0, T1) + 𝛿1,    𝑡 ∈ (𝜏1, 𝜏2], 

где: 

δ1 = c(t, τ0, T2)-c(t, τ0, T1), t ∈
(τ0, τ1], 

(13) 
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С∗(t, τ) = c(t, τ0, T1) + δ1 + δ2,    𝑡 ∈ (𝜏2, 𝜏𝑚𝑎𝑥], 
δ1 = c(t, τ0, T2) − c(t, τ0, T1), 𝑡 ∈ (𝜏1, 𝜏2], 

δ2 = c(t, τ0, T𝑚𝑎𝑥) − c(t, τ0, T2), 𝑡 ∈ (𝜏0, 𝜏1] 
Во всех последующих интервалах времени C*(t,τ) описывается аналогично представлению в 

интервале (τmax,τ3] (14): 

С∗(t, τ) = c(t, τ0, T1) + 𝛿1 + 𝛿2,    𝑡 ∈ (𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1   ], 
где: 

δ1 = c(t, τ0, T2) − c(t, τ0, T1), 𝑡 ∈ (𝜏𝑖−1, 𝜏𝑖     ]; 
δ2 = c(t, τ0, T𝑚𝑎𝑥) − c(t, τ0, T2), 𝑡 ∈ (𝜏𝑖−2, 𝜏𝑖−1    ]. 

(14) 

 
Построение любой другой кривой С∗(t, τ), 𝜏 ∈ [𝜏0, 𝜏𝑚𝑎𝑥), аналогично описанной процедуре. Кривые 

релаксации, необходимые для реализации методики определения термонапряжений, могут быть 
получены теоретически [26] на основании кривых ползучести. Для нахождения кривых релаксации 
R(t, τ𝑖) требуется решение интегральных уравнений вида (15): 

1

E(τi)
=

σ(t)

E(t)
− ∫ σ(τi)

∂

∂t

t

τi

[
1

E(τi)
+ c(t, τi)] dτ (15) 

Были созданы две программы расчета термонапряженного состояния системы дискретно 
наращиваемых блоков для ЭВМ на языке ФОРТРАН-1У. Одна реализует учет влияния температуры на 
ползучесть бетона согласно гипотезе приведенного времени (10), другая -  учитывает эффект 
«температурного последействия» (13). 

Был просчитан ряд вариантов укладки бетона В40 в блоки. Рассматривалась система из 4 блоков. 
Варианты отличались временем перекрытия блоков, начальной температурой бетона, температурой 
окружающей среды. Анализ результатов показал, что учет эффекта «температурного последействия» (по 
сравнению с применявшейся ранее гипотезой приведенного времени) снижает величины 
термонапряжений. Максимальная величина снижения – 20 %. 

Применяемая выше теория ползучести характеризуется тем, что связывает напряжения и 
деформации линейным образом. Хотя нелинейные деформации характерны для напряжений, близких к 
разрушающим, они в некоторой мере проявляются и при малых величинах напряжений (слабая 
нелинейность). В связи с этим возникает необходимость применения нелинейной теории ползучести [27]. 

За основу это теории будем принимать предложение об аффинном подобии кривых ползучести при 
различных, но постоянных во времени напряжениях, и принцип наложения. 

Аффинное подобие кривых роста деформации ползучести при постоянных напряжениях 
заключается в том, что кривая, соответствующая одним напряжениям, может быть получена из кривой, 
соответствующей другим напряжениям, путем умножения ординат последней на некоторый постоянный 
множитель, зависящий от величины напряжений. Он определяется величиной функции φ (σ). 

Принцип наложения в области нелинейных деформаций понимается в том смысле, что приращения 
деформаций, вызванные некоторым приращением ∆ σ, считается не зависящими от того, когда и в 
течение какого времени действовали остальные приращения напряжений. При этом учитывается влияние 
действующего напряжения. 

Деформации ползучести представляются в виде суммы двух слагаемых (16) [28]: 

εпc = εrev + εirrev, (16) 

Первое слагаемое описывает те деформации εобр, которые полностью обратимы при отсутствие 

старения. Поскольку в задаче рассматривается строительный период и тем самым ранний возраст 
бетона, то существенное значение приобретает старение, т.е. уменьшение деформативной способности с 
увеличением возраста бетона. Первый член суммы имеет вид линейной наследственной зависимости с 
учетом старения бетона [29]: 
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ε(t) =
σx(t)

E(t)
− ∫ σx(t)

∂

∂t
[

1

E(τ)
+ c(t, τ)] dτ

t

τ0

 (17) 

и описывает частично необратимые деформации. 

Второй член суммы (16) описывает существенно необратимые деформации нелинейной 
зависимостью [27]:  

εirrev = ∫ φ[σx(t)]F(t)dτ,

σmax

0

 (18) 

где F (t) - аналитическое выражение кривой ползучести при постоянном напряжении 𝜎 = 1 с учетом 
старения бетона, а под величиной t подразумевается суммарная длительность пребывания материала 
под напряжениями, превышающими некоторый уровень σx (t). 

3. Заключение 

Влияние повышающихся во времени температур на деформации ползучести εп предлагается учесть 

следующим образом: на деформации εобр с помощью гипотезы «приведенного» времени, на деформации 

εнеобр – используя зависимости, описывающие эффект «температурного последействия». 

Для реализации задачи учета нелинейных деформаций ползучести предлагается шаговый метод 
упругих решений. 
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ABSTRACT 

This paper presents the method of calculating the thermal stress state of the system of discrete stackable 
concrete blocks in the construction period. Massive concrete structures built block by block, are influenced by 
changes in temperature. The task in one-dimensional formulation is examined. The planned sizes of blocks 
considerably exceed their height. Change of temperatures and tension occurs along the vertical axis. The base of 
the system of blocks is absolutely malleable. 
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