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АННОТАЦИЯ 

Косоизгибаемые элементы в строительной практике встречаются достаточно часто, однако для 
фиброжелезобетонных элементов задача оценки прочности в нашей стране не регламентирована 
современными нормативными документами и более того ранее не рассматривалась. Исследования, 
выполненные рядом авторов, создали предпосылки для возможности применения высокопрочной 
арматуры без предварительного напряжения в изгибаемых элементах. В данной статье сделана попытка 
использования высокопрочной арматуры в косоизгибаемых фиброжелезобетонных элементах без 
предварительного напряжения. Решена задача численного исследования косоизгибаемых 
железобетонных и фиброжелезобетонных элементов в программном комплексе ANSYS. Приводится 
описание моделей исследования: характеристики материалов, типы конечных элементов, размеры, схема 
нагружения и опирания железобетонных и фиброжелезобетонных элементов. Задача решается в 
нелинейной постановке. Проанализированы полученные данные, характеризующие напряженно-
деформированное состояние косоизгибаемых железобетонных и фиброжелезобетонных элементов. 
Выполнено сравнение результатов численного моделирования железобетонных и фиброжелезобетонных 
элементов. Рассмотрено изменение положения нейтральной оси и несущей способности с увеличением 
угла наклона силовой плоскости. В заключении приведены результаты исследования. 
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1. Введение 
Существующие тенденции к проектированию и возведению уникальных зданий и сооружений как по 

архитектурной форме и планировке, так и по условиям их эксплуатации привели к тому, что 
конструктивные элементы, испытывающие сложное напряженное состояние, в частности косой изгиб, 
встречаются все чаще. В условиях косого изгиба работают крайние сборные железобетонные прогоны, 
уложенные по верхним поясам ферм или скатным балкам покрытия, подкрановые балки, горизонтальные 
элементы фахверков наружных стен каркасных зданий, фундаментные и обвязочные балки, бортовые 
элементы оболочек, стеновые панели и т.д.  

Первые предложения по расчету прочности косоизгибаемых железобетонных элементов были 
представлены еще в 30-х годах XX века, однако в их основе заложены представления об упругом 
деформировании железобетона, что не соответствует действительной работе материала. С появлением в 
СССР методов расчета по разрушающим усилиям и предельным состояниям исследования сложно 
деформируемых железобетонных элементов стали достаточно популярны. Экспериментально-
теоретические исследования прочности нормальных сечений железобетонных элементов при 
воздействии косого изгиба проводили М. С. Торяник [1], П. Ф. Вахненко [1, 2], Л. И. Сердюк [1], С. И. 
Глазер [3], Б. С. Чуприна [4] и многие другие. Современные отечественные исследования в области 
расчета косоизгибаемых железобетонных элементов охватывают случай динамического нагружения [5]. 
Научные публикации зарубежных ученых в большинстве описывают общий случай косого изгиба – косое 
внецентренное сжатие, когда изгибающий момент вызывает продольная сила, приложенная с 
эксцентриситетом относительно главных осей инерции поперечного сечения железобетонного 
элемента [6-9], а также случай воздействия косого изгиба (осевая сила равна нулю) на консольный жестко 
защемленный элемент [10]. 

 Несмотря на то, что были проведены обширные экспериментально-теоретические исследования 
прочности косоизгибаемых железобетонных элементов, охватывающие элементы различные по форме 
поперечного сечения (прямоугольные, двутавровые и пр.), по применяемому бетону (на основе тяжелого 
бетона, керамзитобетона и пр.), по расположению регулярной арматуры, в том числе как с 
предварительным напряжением, так и без и пр., все они достаточно разобщены и практически не нашли 
отражения в современных нормативных документах, регламентирующих проектирование бетонных и 
железобетонных элементов в нашей стране [11, 12]. На сегодняшний день расчет прочности 
косоизгибаемых железобетонных элементов согласно СП 63.13330.2012 [11] рекомендовано выполнять по 
нелинейной деформационной модели, либо по предельным усилиям по методике, изложенной в пособии 
к СП 52-101-2003 [12]. 

Для повышения надежности строительных конструкций и предотвращения возможности их 
прогрессирующего разрушения целесообразно применение в железобетонных элементах фибрового 
армирования. Для фиброжелезобетонных элементов характерна вязкость при разрушении, которая 
оцениваться увеличением площади под кривыми нагрузка-перемещение или напряжения-деформации 
[13, 14]. Кроме того, повышенная трещиностойкость фибробетона способствует созданию “среды” для 
применения высокопрочной арматуры без предварительного напряжения, что представляет 
исключительно актуальную задачу [15]. Гипотеза об эффективности использования высокопрочной 
арматуры в изгибаемых фиброжелезобетонных элементах без предварительного напряжения 
подтверждена экспериментальными исследованиями ряда авторов [15 – 19]. 

В действующих в нашей стране строительных нормах, регламентирующих проектирование 
сталефибробетонных элементов СП 52-104-2006* [20], не рассмотрен случай косого изгиба. Анализ 
научной литературы показал, что экспериментально-теоретические исследования косоизгибаемых 
фиброжелезобетонных элементов, в том числе армированных высокопрочной арматурой без 
предварительного напряжения, ранее не проводились, что свидетельствует об актуальности решения 
поставленной задачи. 

Использование современных “мощных” программных комплексов, основанных на методе конечно-
элементного анализа, для исследования напряженно-деформированного состояния (НДС) элементов 
конструкций достаточно распространенное явление. Преимущества численного исследования элементов 
конструкций заключаются в возможностях: 

 изменения исходных данных (геометрии сечения, характеристик материалов и пр.), схем 

нагружения и опирания;  
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 изучения большого количества образцов при меньших материальных и временных затратах, чем 

испытания лабораторных образцов; 

 моделирования условий работы элемента максимально приближенных к реальным, особенно 

актуально для случаев, когда проведение лабораторных или натурных испытаний 

разрушающими методами по каким-либо причинам не возможно; 

 получения в результате расчета множества данных (изополей напряжений, графиков прогибов и 

пр.) необходимых для оценки НДС элемента на любом этапе нагружения; 

 планирования лабораторных испытаний и учета различных факторов, влияющих на “чистоту” 

эксперимента и пр.  

Одним из лидеров систем автоматизированного инженерного анализа является программный 
комплекс ANSYS. Различные исследования прочности изгибаемых железобетонных элементов [21-23], в 
том числе усиленных фиброармированными пластиками [24-26], а также элементов из 
фиброжелезобетона [27-32] в конечно-элементном комплексе ANSYS проводились как в нашей стране, 
так и за рубежом, многие, из которых подкреплены результатами лабораторных испытаний. Численный 
анализ сложного напряженного состояния фиброжелезобетонных балок – при воздействии изгиба с 
кручением, представлен в работе [33]. Однако такого рода исследования предполагают решение частных 
задач. Вопрос численного моделирования косоизгибаемых фиброжелезобетонных элементов ранее не 
рассматривался. 

В рамках исследования выполнен численный анализ косоизгибаемых железобетонных и 
фиброжелезобетонных элементов, в том числе с высокопрочной арматурой без предварительного 
напряжения, в программном комплексе ANSYS. 

2. Постановка цели и задач исследования 
Цель – определение характера НДС косоизгибаемого элемента в зоне действия постоянного 

момента, с учетом нелинейного деформирования бетона или фибробетона, и регулярной арматуры. 

Задачи численного моделирования: 

 исследование характера распределения относительных деформаций бетона или фибробетона в 

косоизгибаемых элементах с регулярной арматурой в зоне действия постоянного момента; 

 нахождение положения нейтральной оси в зависимости от угла наклона силовой плоскости; 

 исследование специфики распределения напряжений, возникающих в стержнях рабочей 

продольной арматуры, расположенных на различном расстоянии от нейтральной оси;  

 оценка влияния установленных замкнутых хомутов и конструктивной арматуры на характер НДС 

элемента в зоне действия постоянного момента; 

 определение величины предельного изгибающего момента, воспринимаемого поперечным 

сечением косоизгибаемого элемента, для дальнейшего сопоставления с результатами 

аналитического расчета прочности нормальных сечений по предложенной методике [34, 35]. 

3. Методика численного исследования 
В процессе численного исследования моделировались 2 серии железобетонных (ЖБ) и 5 серий 

фиброжелезобетонных (ФЖБ) балок размером 2460×220×120 (l×h×b) мм, испытывающих косой изгиб при 
углах наклона силовой плоскости 10º (серии ЖБ1, ФЖБ1.1 и ФЖБ2.1) и 20º (серии ЖБ2, ФЖБ1.2, ФЖБ1.3 
и ФЖБ2.2). В качестве армирующего волокна принята стальная анкерная фибра, содержанием 2% от 
объема бетонной смеси. Продольная растянутая арматура располагается по сечению элемента в 
соответствии с условиями работы конструкции – косым изгибом. Особенности армирования 
косоизгибаемых фиброжелезобетонных элементов отмечены в работе [35]. В балках с традиционным 
армированием мягкой сталью установлены 4 стержня диаметром 10 мм класса А500С, в балках 
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армированных высокопрочной арматурой – 1 стержень диаметром 14 мм класса Ат800. Для 
формирования пространственного каркаса конструктивно установлена арматура диаметром 6 мм класса 
А240. Поперечное армирование выполнено в виде замкнутых хомутов диаметром 5 мм класса В500 с 
шагом 150–200 мм в зоне действия постоянного момента (за исключением серии ФЖБ1.3) и с шагом 50 мм 
в приопорных зонах во избежание разрушения по наклонному сечению. Схема армирования поперечных 
сечений косоизгибаемых элементов в зоне действия постоянного момента представлена на рисунке 1.  

 

Рисунок 1. Схема армирования косоизгибаемых железобетонных и фиброжелезобетонных 
элементов в зоне действия постоянного момента 

Механические характеристики материалов получены в ходе предварительного испытания 
контрольных образцов на сжатие и растяжение в лабораториях кафедры строительных конструкций 
СПбГАСУ. Величины призменной прочности бетона и фибробетона на сжатие составили 16,0 и 29,1 МПа, 
на растяжение – 0,75 и 2,57 МПа соответственно. Величины физического и условного пределов текучести 
для арматурной стали классов А500С и Ат800 составили 583,9 и 1091,6 МПа соответственно. 

Задача решалась в программном модуле ANSYS Mechanical APDL в нелинейной постановке. 
Моделирование бетона и фибробетона выполнялось трехмерным объемным элементом solid65, 
реализующим модель разрушения Вильяма и Варнке [36]. Solid65 предназначен для моделирования 
бетона, фибробетона и имеет возможность задания “размазанных” характеристик армирования. 
Регулярное армирование задавалось при помощи стержневого элемента link8. Опорные и 
грузораспределительные пластины реализованы объемными элементами solid45. 

Прочностные и деформативные характеристики материалов бетона и фибробетона задавались при 
помощи идеализированных диаграмм состояния, представленных на рисунке 2. В работах [23, 24, 37] 
предлагается, имея эмпирическую зависимость деформирования бетона, криволинейный участок до 
предела прочности на сжатие упрощенно заменить кусочно-линейной функцией. Участок диаграммы 
между точками 0 – 4 представляет кусочно-линейную функцию, опорные точки которой найдены из 
уравнений кривых, аппроксимирующих результаты испытания лабораторных образцов-призм на сжатие, и 
соответствуют напряжениям равным 30%, 60%, 85% и 99% от предела прочности бетонной и 
фибробетонной матриц при сжатии. Уклон горизонтального участка диаграммы обеспечивает сходимость 
решения. Деформации бетона и фибробетона в точке 5, принимались по [11] и [38] соответственно. 
Диаграммы дополнены ниспадающей ветвью, физический смысл которой заключается в “размазывании” 
трещин на некоторую область конечных элементов, тем самым обеспечивая ее непрерывность и позволяя 
получить численное решение задачи [22, 25, 26]. 

 

Рисунок 2. Диаграммы деформирования бетона (а) и фибробетона (б) при сжатии 
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Моделирование работы элемента solid65 при растяжении по умолчанию задается диаграммой 
представленной на рисунке 3. Коэффициент релаксации растягивающих напряжений Tc принят равным 0 
[22, 23] для бетона и 0,6 [39] для фибробетона. 

 

Рисунок 3. Диаграмма деформирования элемента solid65 при растяжении 

Характер деформирования регулярной арматуры задавался при помощи диаграмм состояния, 
установленных СП 63.13330.2012 [11], с уклоном горизонтального участка. Опорные и 
грузораспределительные пластины приняты абсолютно упругими. 

Расчетная модель предполагает обратную схему работы элемента – с поворотом на 180º 
относительно его положения в процессе эксплуатации. Балка шарнирно оперта в третях пролета и 
перевернута таким образом, чтобы волокна наиболее растянутого ребра располагались сверху, а сжатого 
снизу. Нагружение выполняется на торцах через грузораспределительные пластины, посредством 
приложения взаимно перпендикулярных векторов сил, результирующий вектор которых задает 
необходимый угол наклона силовой плоскости. Поскольку балка и нагружение симметричны относительно 
середины пролета, в ходе исследования рассматривалась половина элемента. Общее количество 
конечных элементов порядка 36 тысяч. Общий вид расчетной модели косоизгибаемых железобетонных и 
фиброжелезобетонных элементов представлен на рисунке 4. Условия закрепления на опорах и условия 
симметрии обозначены на рисунке 4 голубым цветом. 

 

Рисунок 4. Общий вид расчетной модели косоизгибаемых железобетонных и 
фиброжелезобетонных элементов 

Решение задачи выполнялось нелинейным статическим анализом. Величина нагрузки разбивалась 
на заданное количество приращений – шагов нагружения. Процесс итераций на каждом шаге выполнялся 
методом Ньютона-Рафсона. 
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4. Результаты и обсуждение 
В результате численного моделирования были получены данные, характеризующие НДС 

косоизгибаемых железобетонных и фиброжелезобетонных элементов. 

Для сопоставления с результатами расчета прочности нормальных сечений косоизгибаемых 
фиброжелезобетонных элементов по предложенной методике [34, 35] рассмотрена предельная стадия 
НДС, характеризуемая исчерпанием прочности фибробетона сжатой зоны или достижением физического 
или условного предела текучести во всех стержнях растянутой арматуры. На рисунках 5 и 6 представлены 
результаты численного моделирования фиброжелезобетонных балок на примере серий ФЖБ1.1 и 
ФЖБ1.2, испытанных под углами наклона силовой плоскости 10 и 20º соответственно, в предельной 
стадии НДС. 

Рисунок 5. Результаты численного моделирования фиброжелезобетонной балки серии ФЖБ1.1, 
соответствующие предельной стадии НДС: а) распределение напряжений в арматурных стержнях, 
б) распределение относительных деформаций в поперечном сечении в зоне действия постоянного 

момента вдоль продольной оси X 

 

 

Рисунок 6. Результаты численного моделирования фиброжелезобетонной балки серии ФЖБ1.2, 
соответствующие предельной стадии НДС: а) распределение напряжений в арматурных стержнях, 
б) распределение относительных деформаций в поперечном сечении в зоне действия постоянного 

момента вдоль продольной оси X 
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На рисунках 5(а) и 6(а) красным цветом отмечены напряжения, соответствующие наступлению 
физического предела текучести в арматуре класса А500С. Единицы измерения напряжений – Па. На 
рисунках 5(б) и 6(б) представлены распределения относительных деформаций фибробетона в 
поперечном сечении балок в зоне действия постоянного момента вдоль продольной оси X. Анализ 
величин относительных деформаций фибробетона позволяет сделать вывод, что арматурные стержни 
достигли напряжений текучести до разрушения фибробетона сжатой зоны в обеих сериях.  

В результате численного исследования установлено, что в железобетонных балках предельное 
состояние наступает по причине исчерпания прочности бетона сжатой зоны, фиброжелезобетонных – 
достижения напряжений, соответствующих физическому или условному пределу текучести арматурной 
стали. Таким образом, фибровое армирование способствует полному использованию прочностных 
свойств арматуры не только из мягкой стали, но и высокопрочной, что подтверждает эффективность 
применения высокопрочной арматуры в косоизгибаемых фиброжелезобетонных элементах без 
предварительного напряжения. 

Отмечено снижение величины предельного изгибающего момента, воспринимаемого поперечным 
сечением косоизгибаемого элемента с увеличением угла наклона силовой плоскости, что обусловлено 
уменьшением плеча внутренней пары сил. Нейтральная ось поворачивается, а форма сжатой зоны в 
фиброжелезобетонных балках переходит из трапециевидной в треугольную. 

В таблице 1 представлены величины предельных изгибающих моментов, воспринимаемых 
поперечным сечением косоизгибаемых железобетонных и фиброжелезобетонных элементов, полученных 
в результате численного исследования в программном комплексе ANSYS и аналитического расчета по 
предложенной методике для фиброжелезобетонных балок [34, 35]. Прочность нормальных сечений 
косоизгибаемых железобетонных элементов рассчитана по методике, предложенной в [3]. 

Таблица 1. Сравнение результатов численного и теоретического исследований. 

Серия Шифр балки 
Предельный изгибающий 
момент, определенный в 

ПК ANSYS Mа, кН∙м 

Теоретический 
предельный 

изгибающий момент 
Mт, кН∙м 

,100
а

та 



М

MM
% 

1 ЖБ1 23,07 25,28 -9,6 

2 ЖБ2 20,38 21,47 -5,3 

3 ФЖБ1.1 29,19 30,95 -6,0 

4 ФЖБ1.2 25,84 26,83 -3,8 

5 ФЖБ1.3 25,54 26,83 -5,1 

6 ФЖБ2.1 31,78 30,55 +3,9 

7 ФЖБ2.2 30,62 30,03 +1,9 

Сравнение величин предельных изгибающих моментов балок серий ФЖБ1.2 и ФЖБ1.3 показало, 
что отсутствие конструктивной арматуры и наличие замкнутых хомутов не оказывает существенного 
влияния на несущую способность косоизгибаемых фиброжелезобетонных элементов. 

Результаты численного и теоретического исследований имеют удовлетворительную сходимость. 
Среднее арифметическое расхождение предельных изгибающих моментов, воспринимаемых 
поперечными сечениями фиброжелезобетонных элементов, составило -1,8% при среднем квадратичном 
отклонении 4,0%. 

Выполненный численный анализ подтвердил снижение несущей способности косоизгибаемых 
железобетонных и фиброжелезобетонных элементов и изменение положения нейтральной оси с 
увеличением угла наклона силовой плоскости, что также отмечено в других работах [1,4], по результатам 
лабораторных испытаний железобетонных балок из тяжелого бетона [1] и керамзитобетона [4].  

Среднее арифметическое расхождение величин предельных изгибающих моментов, 
воспринимаемых поперечными сечениями косоизгибаемых железобетонных элементов, полученных в 
результате численного исследования и найденных по методике предложенной С. И. Глазером [3], 
составило -7,4% при среднем квадратичном отклонении 2,1%. 

Эффективность применения высокопрочной арматурной стали в сочетании с фибровым 
армированием доказана в работах [15 – 19] для элементов, испытывающих плоский изгиб, являющийся в 
свою очередь частным случаем косого изгиба. 
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5. Заключение 
Численное моделирование косоизгибаемых железобетонных и фиброжелезобетонных элементов 

позволило исследовать НДС элементов на каждом из заданных шагов нагружения и получить ряд новых 
результатов:  

1. Получены изополя относительных деформаций бетонной и фибробетонной матриц, 
распределение напряжений в регулярной арматуре, с учетом их нелинейного деформирования, 
характеризующие НДС косоизгибаемых элементов. 

2. Установлено, что нейтральная ось в косоизгибаемых элементах поворачивается с увеличением 
угла наклона силовой плоскости. В фиброжелезобетонных балках сжатая зона фибробетона 
переходит из трапециевидной в треугольную, в железобетонных – имеет форму трапеции, что 
обусловлено ее большей площадью.  

3. В результате уменьшения плеча внутренней пары сил происходит снижение предельного 
изгибающего момента, воспринимаемого поперечным сечением косоизгибаемых 
железобетонных и фиброжелезобетонных элементов. 

4. Наличие замкнутых хомутов и конструктивной арматуры не оказало существенного влияния на 
несущую способность фиброжелезобетонных балок, испытывающих косой изгиб при угле 
наклона силовой плоскости равного 20º. 

5. Подтверждена эффективность использования в косоизгибаемых фиброжелезобетонных 
элементах высокопрочной арматуры без предварительного напряжения. 

6. Результаты численного и теоретического исследования имеют удовлетворительную сходимость. 
Среднее арифметическое расхождение величин предельных изгибающих моментов, 
воспринимаемых поперечными сечениями фиброжелезобетонных элементов, составило -1,8% 
при среднем квадратичном отклонении 4,0%. 
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ABSTRACT 

In construction practice members subjected to biaxial bending are often encountered, however, for fiber 
reinforced concrete members, the task of strength evaluation is not regulated by modern normative documents 
and, moreover, has not previously been considered in our country. Investigations carried out by a number of 
authors have created the prerequisites for the possibility of using high-strength reinforcement without prestressing 
in flexural members. In this article, an attempt is made to use high-strength reinforcement in fiber reinforced 
concrete members under biaxial bending without prestressing. The problem of numerical investigation of 
reinforced concrete and fiber reinforced concrete members subjected to biaxial bending in the ANSYS software is 
solved. The research models are described: characteristics of materials, types of final elements, the sizes, the 
scheme of loading and support of reinforced concrete and fiber reinforced concrete members. The problem is 
solved in a nonlinear statement. The obtained data characterizing the stress-strain state of the reinforced 
concrete and fiber reinforced concrete members subjected to biaxial bending are analyzed. The results of 
numerical simulation of reinforced concrete and fiber reinforced concrete members are compared. The change in 
the position of the neutral axis and the load-bearing capacity with increasing angle of inclination of the plane of 
loading is considered. In conclusion, the results of the study are presented. 
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