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АННОТАЦИЯ 

В статье представлены результаты теоретических, численных и экспериментальных исследований 
устойчивости равновесия металлических арок, работающих в упругой стадии. Представлен обзор 
литературных источников по проблеме устойчивости равновесия арок. Произведены натурные испытания 
трех образцов при действии различных вариантов нагружения до наступления критического состояния. 
Выполнена обработка результатов и сравнение со значениями критических нагрузок, полученных при 
аналитическом и численном решениях задач. Предложена методика по определению критической 
нагрузки в ПК SCAD Office 21.1 с учетом геометрической нелинейности и моментности в виде серии 
линейных расчетов. Установлена удовлетворительная сходимость полученных значений (погрешность не 
превышает 9%). 

ABSTRACT 

The paper presents the results of theoretical, numerical and experimental researches of the stability of the 
equilibrium of metallic arches working in the elastic stage. A review of the literature on the stability of arches 
equilibrium is presented. The full-scale tests of three samples were performed under the action of various loading 
options before the onset of the critical state. The results are processed and compared with the values of the critical 
loads obtained in the analytical and numerical solutions of problems. A method for determining the critical load in 
SCAD Office 21.1 is proposed, taking into account the geometrically nonlinearity and bending moments in the form 
of a series of linear calculations.  Satisfactory convergence of the obtained values is established (the error does not 
exceed 9%). 
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1. Введение 
Одним из распространенных видов конструктивных систем являются арочные. Эффективность арок 

общепризнана и широко известна. Работоспособность арочной конструкции во многом определяется ее 
устойчивостью. Необходимость решения геометрически нелинейных задач упругой устойчивости арок 
особенно актуальна при расчетах тонкостенных обшивок морских и воздушных судов, космических 
аппаратов, а также в строительстве при проектировании различных тонколистовых металлических 
конструкций покрытий. Все вышеуказанные конструкции или отдельные их элементы под действием 
основных эксплуатационных нагрузок находятся в сжато-изогнутом напряженном состоянии и только в 
исключительных случаях – в сжатом. Таким образом, перед инженером встает задача устойчивости 
равновесия арок, для решения которой необходимо учитывать влияние изгибающих моментов и 
нелинейное поведение. 

Возможность аналитического решения задачи упругой устойчивости равновесия арок появилась в 
XIX веке благодаря развитию общей теории криволинейных стержней такими выдающимися учеными, как 
Г. Кирхгоф и Р. Клебш. Заложенные ими основы были приняты и развиты в трудах С. П. Тимошенко [1-2], 
А. Н. Динника [3], А. И. Лурье [4], Е. Л. Николаи [5] и др. Неоценимый вклад в развитие теории расчета 
конструкций и сооружений на устойчивость также внесли А.С. Вольмир [6], Н.В. Корноухов [7-8], В.З. 
Власов [9], Н.А. Алфутов [10-11], В.В. Болотин [12-15], Я.Г. Пановко [16], А.Ф. Смирнов [17-19], 
Г.  Циглер [20], А.В. Александров, А.Р. Ржаницын [21], В.И. Феодосьев [22], Б.М. Броуде [23], 
Г.Ю. Джанелидзе, Я.Л. Нудельман, П.Ф. Папкович [24] и др. 

В первых работах по устойчивости упругих арок [5, 25] рассматривалась только устойчивость 
равновесия первоначальной (недеформированной) формы, очерченной по кривой давления или по 
веревочной кривой, т.е. в предположении исключительно сжатого состояния. Строго говоря, такое 
напряженное состояние не может быть свойственно всем конструкциям, оно возможно только в особых 
случаях и только для таких конструкций и нагрузок, для которых деформации имеют строго определенный 
характер, нарушение которого становится возможным лишь в случае потери устойчивости. К таким 
особым случаям можно отнести симметричные, симметрично нагруженные системы. Нарушение 
симметрии их деформации может быть отнесено к потере устойчивости первого рода

1
. 

Так как арки в большинстве своем работают как сжато-изогнутые, при определении критической 
силы необходимо учитывать влияние искривленной оси на величины внутренних изгибающих моментов. 
Решение задачи в линейной постановке по недеформированной схеме дает результаты, сильно 
отличающиеся от реальных. Потеря устойчивости равновесия при естественном процессе 
деформирования происходит в виде потери устойчивости второго рода, которая наступает в результате 
сильного развития предшествующих деформаций без появления деформаций нового типа вследствие 
невозможности поддержания статического равновесия между внешними нагрузками и внутренними 
усилиями системы без уменьшения внешних нагрузок системы. При такой потере устойчивости 
отпорность системы (т.е. сопротивление системы росту деформаций), достигнув максимума, начинает 
затем уменьшаться при дальнейшем росте деформаций. 

Проблема устойчивости упругих арок актуальна по сей день, при этом вектор исследований 
направлен на разработку методов расчета арок по деформированной схеме, более точно отражающей 
отклик системы на нагрузку. Наиболее значительный вклад внесен следующими учеными: 
С.Б. Колоколов [26-30], И.Д. Грудев [31-32], В.В. Улитин [33-34], Г.А. Мануйлов [35-37], Юнусов [38], 
А.З. Камалов [39], В.И. Шалашилин, Б.П. Державин, Ш.М. Гулиев, Л.П. Винокуров, Р. Шмидт, Я. Хуанг, 
А.Я. Дривинг. По теме устойчивости арочных конструкций за последние десятилетия защищено немало 
диссертаций. Среди исследований, проведенных за границей, стоит отметить [40-49]. 

С развитием теории предельного равновесия заметное развитие получили методы, при помощи 
которых рассчитывается разрушающая нагрузка на арку с учетом пластических деформаций. Решению 
задачи предельного равновесия арок посвящены работы Н.К. Снитко [50-51], В.Г. Себешева [52], 
В.А. Монахова и др. В практическом отношении задача неупругой устойчивости сводится к анализу 
зависимости деформаций от величины действующей нагрузки. Широкое распространение здесь получил 
метод последовательных нагружений, при котором на каждом шаге нагружения решаются линейные 
уравнения и таким образом нелинейная задача становится линеаризованной. Пошаговое нагружение 
позволяет проследить весь сценарий деформирования системы в докритической и закритической стадиях. 

                                                      

1
 Здесь и далее под потерей устойчивости первого рода подразумевается потеря устойчивости 

бифуркационного типа, а под потерей устойчивости второго рода – потеря устойчивости в виде 
прохлопывания (snap-through) при прохождении предельной регулярной (сингулярной) точки. 
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Анализ упруго-пластического деформирования элементов стержневых конструкций также проведен в 
работе Б. Е. Мельникова [53]. 

Большой интерес представляют работы В. В. Лалина, в которых задачи устойчивости равновесия 
стержней решаются при помощи вариационного подхода и представлены в виде поисков точек 
стационарности соответствующих функционалов [54-56]. 

В связи с активным развитием в строительстве так называемых ЛСТК, большое количество 
публикаций посвящено теории устойчивости тонкостенных стержней [57-59]. 

Поскольку в настоящее время для проведения инженерных расчетов конструкций повсеместно 
применяются специализированные программные комплексы, в основе которых лежит метод конечных 
элементов, насущным является вопрос о проведении в них нелинейных расчетов устойчивости 
равновесия систем. Однако в некоторых программах, созданных специально для нужд строительной 
отрасли, такие расчеты не предусмотрены. Например, в ПК SCAD Office проверка устойчивости 
реализована в упругой линейной постановке [60]. Использование в строительстве так называемых 
«тяжелых» программных комплексов, способных решать широкий спектр задач, сильно сдерживается 
рядом факторов. В первую очередь, это высокая цена продукта, а также отсутствие связи с нормами 
проектирования и невозможность учета требований этих норм. 

Целью настоящей статьи является комплексный анализ устойчивости равновесия арок, работающих 
в упругой стадии, при действии различных нагружений, заключающийся в рассмотрении трех моделей: 
аналитической, математической и механической. Для достижения данной цели были поставлены 
следующие задачи: 

1. определение критической силы согласно существующим аналитическим решениям; 

2. серия расчетов в программном комплексе SCAD Office по предложенной методике; 

3. проведение механического эксперимента. 

В качестве исследуемой модели принята двухшарнирная арка радиусом � � 30 см, с центральным 
углом 2 ∙ � � 180° и размерами поперечного сечения � � ℎ � 29 � 1 мм. Материал – сталь обыкновенная. В 
аналитических расчетах для их упрощения очертание оси принято круговое, в то время как 
экспериментальное и численное исследование проведено для очертания, несколько отличного от 
кругового, в силу особенностей геометрии механических образцов. Задача устойчивости равновесия арки 
решается для трех случаев нагружения: 

− равномерно распределенная радиальная нагрузка (классическая задача устойчивости первого 
рода при действии гидростатического давления); 

− вертикальная сосредоточенная нагрузка, приложенная в замковом узле (задача устойчивости 
второго рода), причем в одном случае в процессе деформирования нагрузка остается направленной к 
центру кривизны недеформированной оси, в другом – остается направленной вертикально («мертвая» 
сила). 

2. Методы и материалы  
2.1 Случай гидростатического давления 

Задача устойчивости круговой арки от действия радиальной нагрузки в плоскости действия этой 
нагрузки при различных условиях поведения нагрузки в процессе искривления оси была решена такими 
выдающимися учеными, как С. П. Тимошенко [2], Н. В. Корноухов [9], А. Н. Динник [3, 26]. Ниже приведены 
некоторые важнейшие результаты их исследований. 

 

Рисунок 1. Схема к расчету круговой двухшарнирной арки 
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Решение С. П. Тимошенко 

В результате решения дифференциального уравнения изогнутой оси арки было получено 
следующее выражение для критического значения распределенной нагрузки ���� [2]: 

���� � ��
�� ∙ ���

�� − 1�, (1) 

где �� – изгибная жесткость арки, Н ∙ м�; 

� – радиус кривизны, м; 

� – половина центрального угла, рад. 

Введем новое обозначение: � � �(�) – коэффициент устойчивости. В данном решении �� �(�� ��⁄ − 1). Значения коэффициента устойчивости при различных значениях центрального угла 
приведены в таблице 1. 

Уравнение (1) получено в предположении, что при потере устойчивости элементы нагрузки 
сохраняют линии своего действия в первоначальном виде. 

Решение Н. В. Корноухова 

В данном случае предполагается, что при потере устойчивости элементы нагрузки следуют за осью 
арки, сохраняя параллельность прежним направлениям, вследствие чего происходит перемещение линии 
давления. 

Значение ����, вычисленное далее, будет выше, чем при решении (1). Это может быть объяснено 
следующим образом [8]. В решении Тимошенко предполагается, что линия действия нагрузки остается 
неизменной, однако на самом деле при потере устойчивости она следует за осью арки, причем на 
опускающейся стороне останется меньше половины всей нагрузки за счет горизонтального смещения оси 
и произойдет частичная разгрузка этой половины; поднимающаяся же часть арки получит дополнительное 
нагружение, которое будет оказывать сопротивление дальнейшему подъему. 

Опуская решение, запишем критическое условие для антисимметричной формы потери 
устойчивости круговой двухшарнирной арки: 

1
(#� − 1)� ∙ $#� %� + 1

2 ∙ sin 2�* − # ∙ %� + 3
2 ∙ sin 2�* + 1 − cos 2�

tg �# / � 0. (2) 

Решив (2) относительно #, значение критической нагрузки ���� может быть найдено как: 

���� � #� ∙ ��
��  . (3) 

Значения �� � #� представлены в соответствующей строке таблицы 1. 

Таблица 1. Значения коэффициентов устойчивости 

Решение �2 � ⋯ 
Угол 2 ∙ �, рад 

� 3⁄  � 2⁄  2� 3⁄  � 

С.П. Тимошенко �� ��⁄ − 1 35 15 8 3 

Н.В. Корноухов #� 35,94 15,86 8,736 3,27 

2.2. Сосредоточенная вертикальная сила 

Несмотря на неоспоримую практическую ценность, простой инженерной методики расчета сжато-
изогнутых арок, нагруженных произвольной нагрузкой, до сих пор не разработано. Учет изменения усилий 
и моментов при искривлении оси приводит к значительным затруднениям, решение задач такого типа 
способом интегрирования дифференциальных уравнений невозможно. В процессе потери устойчивости 
при произвольных нагрузках арка с самого начала искривляется и в момент потери устойчивости 
деформации оси соизмеримы с генеральными размерами арки, поэтому решение данной задачи 
производится по деформированной схеме. 

Профессор Н. К. Снитко предложил использовать деформационный расчет с применением метода 
возможных перемещений и использованием основной системы в виде шарнирной цепи рамы. Арка 
заменяется рамой с очертанием оси ее по вписанному многоугольнику при делении пролета на шесть-
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восемь равных участков. С увеличением числа участков возрастает и размерность задачи, результаты 
при этом изменяются незначительно [40]. Следует отметить, что данный подход учитывает моментность и 
нелинейность докритического состояния, но в то же время отличается некоторой трудоемкостью даже при 
рассмотрении простейших задач. Опуская решение [40], укажем лишь численные результаты (таблица 2). 

2.3. Численное решение задачи в SCAD++  

Арка моделировалась стержневыми элементами типа «стержень плоской рамы» с учетом реальной 
геометрии оси механических образцов (рисунок 2). 

 

Рисунок 2. Стержневая КЭ модель арки в ПК SCAD 

В качестве кинематических граничных условий запрещены трансляционные степени свободы в 
опорных узлах арки (4 � 0, 5 � 0), а на поворотную степень свободы не наложено никаких ограничений, 
что соответствует двухшарнирной схеме с пятовыми шарнирами, не имеющими трения между 
контактными поверхностями. 

В задаче А-1 в расчетной модели SCAD задана равномерно распределенная нагрузка, 
ориентированная по местным осям конечных элементов и ортогональная их осевым линиям, что 
полностью соответствует задаче с гидростатическим давлением. 

В расчетной модели к задаче А-2 в точке приложения нагрузки дополнительно введена связь по 
направлению X, препятствующая горизонтальному смещению центрального узла. Это, как будет показано 
ниже (рисунок 9), вполне соответствует реальной работе механического образца. Поскольку процесс 
деформирования арки полностью симметричный и поворота центрального сечения в ходе эксперимента 
не наблюдалось, в качестве нагрузки принята вертикальная сосредоточенная сила, сонаправленная с 
осью Z в глобальной системе координат. 

В расчетной модели к задаче А-3 не вводится никаких дополнительных связей. Приложенная 
сосредоточенная сила ориентирована по глобальной оси Z и, таким образом, не меняет своего 
направления при искривлении осевой линии арки. 

Для учета искривления оси арки в процессе ее деформирования предложен следующий алгоритм 
(рисунок 3). Первоначально решается линейная задача устойчивости на основе первоначальной 
(недеформированной) модели для оценки значения критической нагрузки. После этого полученное 
значение разбивается на несколько ступеней. После нагружения системы силой, соответствующей первой 
ступени, проводится линейный расчет, и деформированная схема сохраняется в новом файле. Далее 
анализируется устойчивость равновесия новой (деформированной) схемы. Если система является 
устойчивой, то она нагружается силой, соответствующей следующей ступени нагружения, и так далее до 
момента, когда коэффициент запаса устойчивости не станет меньше единицы. 
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Рисунок 3. Алгоритм определения критической силы 678 по деформированной схеме в 
SCAD++ 

2.4. Экспериментальное исследование 

Для проведения механического эксперимента была разработана установка (рисунок 4). При помощи 
системы гибких нитей реализуется необходимое загружение образца. Процесс загружения происходит 
ступенчато с фиксированием на каждом шаге деформированной оси арки вплоть до наступления 
критического состояния. Впоследствии проводится обработка полученных результатов. 

  
а – фотография б – принципиальная схема 

Рисунок 4. Экспериментальная установка 
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3. Результаты и обсуждение 
Образец А-1 

Характер нагружения: образец А-1 нагружен семью сосредоточенными силами, имитирующими 
гидростатическое давление. В процессе искривления образца силы остаются направлены к центру. 

 

а – до нагружения б – после разгрузки 

Рисунок 5. Образец А-1 

 

Рисунок 6. Сравнение формы потери устойчивости для образца А-1 

 

Рисунок 7. Диаграмма «Р – δ» для образца А-1 

При действии радиально направленных сил, имитирующих гидростатическое давление, арка 
находится в неотклоненном положении вплоть до наступления критического состояния (рисунок 7), 
которое характеризуется потерей устойчивости первого рода. В результате наблюдается качественный 
переход в сжато-изогнутое напряженное состояние, причем равновесные состояния в отклоненном 
состоянии также устойчивы. Поведение образца в закритической области характеризуется большими 
перемещениями и деформациями. Арка, как видно из рисунка 5, б, работает в упругой стадии. 
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Образец А-2  

Характер нагружени: образец А-2 нагружен сосредоточенной вертикальной силой; в процессе 
искривления образца вектор силы остается направлен к центру. 

 

а – до нагружения б – после разгрузки 

Рисунок 8. Образец А-2  

 

Рисунок 9. Сравнение формы потери устойчивости для образца А-2 

 

Рисунок 10. Диаграмма «Р – δ» для образца А-2 

При действии вертикальной сосредоточенной силы, вектор которой постоянно направлен в 
первоначальный центр кривизны дуги, арка работает как сжато-изогнутая, начиная с первых шагов 
загружения. Появления новых форм равновесия, качественно отличных от первоначальной, не 
наблюдается. Исчерпание несущей способности арки происходит в форме потери устойчивости второго 
рода, характеризующейся нулевой отпорностью системы. Как видно из диаграммы (рисунок 10), при 
достижении точки предельного сопротивления соблюдается условие нулевой отпорности 9: 9;⁄ � 0. 
Процесс потери устойчивости характеризуется большими перемещениями и сопровождается упругими 
деформациями. Некоторое уменьшение стрелы подъема после разгрузки, наблюдаемое на рисунке 8, б, 
обусловлено чрезвычайным искривлением оси арки в закритической стадии и, как следствие, появлением 
локальных зон неупругого деформирования. 
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Образец А-3 

Характер нагружения: образец А-3 нагружен сосредоточенной вертикальной силой; в процессе 
искривления образца вектор силы остается направлен вертикально (случай «мертвой» нагрузки). 

 

а – до нагружения б – после разгрузки 

Рисунок 11. Образец А-3 

 

Рисунок 12. Сравнение формы потери устойчивости для образца А-3 

 

Рисунок 13. Диаграмма «Р – δ» для образца А-3 

При действии вертикальной «мертвой» силы арка работает как сжато-изогнутая, начиная с первых 
шагов загружения. Появления новых форм равновесия, качественно отличных от первоначальной, не 
наблюдается. Исчерпание несущей способности арки происходит в форме потери устойчивости второго 
рода, характеризующейся нулевой отпорностью системы. Как видно из диаграммы (рисунок 13), при 
достижении точки предельного сопротивления соблюдается условие нулевой отпорности 9: 9;⁄ � 0. 
Процесс потери устойчивости характеризуется значительными перемещениями, которые сопровождаются 
упругими деформациями. В процессе закритического деформирования наблюдается появление 
необратимых пластических деформаций, продемонстрированных на рисунке 11, б. 

Результаты проведенной работы сведены в таблицу 2. 
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Таблица 2. Сравнение значений критических нагрузок 

Образец 
Аналитическое 
решение :<=> 

Численное моделирование в SCAD 

:?@AB (∆�, %) Экспериментальные 
данные :<EF (∆�, %) 

недеф. схема деф. схема 

А-1 61,464 66,973 (9,0) 66,973 (9,0) 60,371 (1,8) 

А-2 47,367 84,598 (78,6) 47,579 (4,7) 48,363 (2,1) 

А-3 28,194 34,375 (21,9) 28,841 (2,3) 27,350 (3,0) 

Указанные в таблице 2 погрешности вычисляются по формулам (4-5): 

∆�� G:<=> − :?@ABG
:<=> ∙ 100%; (4) 

 

∆�� G:<=> − :<EFG
:<=> ∙ 100%. (5) 

4. Заключение 
1. Выполнен комплексный анализ устойчивости равновесия двухшарнирных арок, работающих в 

зоне упругого деформирования, от действия различных видов нагружения. Рассмотрены задачи 
устойчивости как преимущественно сжатых (устойчивость равновесия первого рода), так и сжато-
изогнутых арок (устойчивость второго рода). 

2. Сравнение экспериментальных, численных и теоретических результатов показало их 
удовлетворительную сходимость (расхождение результатов не превышает 9%).  

3. Оценка устойчивости сжато-изогнутых арок на основе исходной (недеформированной) схемы 
дает сильно завышенные значения критических сил и отличающиеся от действительных формы потери 
устойчивости. Этот факт необходимо учитывать при моделировании конструкций и элементов, у которых 
перемещения и деформации имеют тот же порядок или, как минимум, соизмеримы с габаритными 
размерами самой конструкции. 
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